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| Descriptions de la Mécanique des Milieux Continus |

Domaine d'étude

L'objectif de ce cours est de présenter (hélas succinctement) la mécanique des milieux continus. N
allons trouver dans ce cours l'application du principe fondamental de la mécanique a tous types de dom:
matériels. En particulier nous pourrons nousrggéer aussi bien a des domaines ayant des comportemen
de corps solide ou des comportements de fluide (liquide ou gaz). La généralité de ce cours apparait
évidente.

TA°C
600
Jompressiorisotherme Il est a noter que la distinction
50 entre ces dfeérents états de la matiére
hauffemen n'est pas évidente. Ainsi comment ne pas
Point critique chaurieinen i 4 >
40 Sobare s'interroger devant_ Ie. phenor_nene de
Deétente / K \ changement d'état liquidepeurliquide
30 isentropiqe( 7 V4 pour un cycle englobant dans Ile
/ Vapeur diagramme Température Entropie le
200-Liguticle é\lérl]ange point K sommet de la courbe d'ébullition.
- Iphasique
0 2
0 1 2 3 4 5 6 7 8 KIIK kg

Le dictionnaire ne nous aide pas particulierement dans notre démarche de distinctionLAiRstik
Larousse» donne les définitions suivantes :

*Fluide Se dit des corps (gaz et liquides) qui n‘ayant pas de forme propre, sont déformab
sans #ort.

*Gaz Tout fluide aériforme (qui a les propriétés physiques de l'air (fluide gazeux qui forms
I'atmosphere)). Un des trois états de la matiere, caractérisé par la compressibilité et I'expansibilité.

*Liquide Qui coule ou qui tend a couler. Se ditn état de la matiere présenté par les corps
n‘ayant pas de forme propre, mais dont le volume est invariable.
*Solide Qui a une forme propre.

Comment avec ces définitions trouver la frontiére entre un solide plus ou moins mou et un liqui
plus a moins visqueux? Le sable -@stin solide ou un fluide? Certaines peintures ont un comportement de
solide mais apres brassage deviennent fluides. Le verre est un solide a notre échelle de temps, mais a\
siécles, on constate que c'est un liquidea forte viscosité. Le yaourt peut étre considéré comme un fluide
a memoire. Et encore nous ne dirons rien des Alliages a Mémoire de Forme (AMF).
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Comme on peut le constater, la détermination n'est pas simple et peut étre fonction de nombr
parametregPression, Température, Temps ...). En conséquence, on peut considérer que la démarch
mécanicien qui consiste a regrouper dans un seul enseignement |'étude mécanique de ces différents é
la matiére est légitime, mais quelle risque de se heudem@mbreuses difficultés. L'étude de ces différents
comportements est appelée la Rhéologie.

Pour mener a bien une étude de mécanique, la notion de référentiel est essentielle. D'une part, af
connaitre les évolutions cinématiques d'un domainerimath devra lui associer un référentiel, et d'autre
part le Principe Fondamental de la Mécanique s'appuie sur l'existence d'un repére privilégié appelé "Re
Galiléen".

Un repere est défini par la donnée d'une base vectorielle associée a une lbeging noter qu'en
aucun cas il n'est fait l'obligation d'une base orthonormée. Bien évidement, pour des questions
simplifications, nous essaierons toujours d'employer de telle base, mais nous pourrons aussi constate
suite aux déformations impées a notre domaine, nous ne pourrons pas constamment conserver cette no
d'orthogonalité. Le mécanicien est ainsi tout naturellement guidé vers I'utilisation des notations tensoriel
A ce sujet, il est a noter que l'algebre et l'analyse tensopetifessées en mathématique sont des
enseignements directement issus de notions mécaniciennes. Le mot tenseur neilppasielot mot tension
? Ainsi on peut constater ce que la science mécanicienne a apporté a la connaissance des autres sc
Cetteremarque peut aussi bien s'adapter aux méthodes de résolutions numériques fortement issues
méthode des éléments finis.

Hypothese de continuité

Nous allons orienter notre étude sur des domaines matériels continus subissant des transforma
coninues. Dans cette simple phrase on peut constater I'importance de I'hnypothese de continuité. De nou
le Petit Larousse ne nous est que d'un faible secours (Continu : non divisé dans son étendue, non interr
dans sa durée).

Continuité du domaine matériel étudié.

Pour le physicien, la continuité du domaine sera traduite mathématiquement par le fait que
fonctions caractéristigues du domaine sont des fonctions continues au sens mathématique du terme. Air
on considere des grandeurs physig telles que la masse volumique, la température, la pression, on dc
pouvoir les représenter par des fonctions continues. Déja, avec cette définition, on peut constater qu'il e
des limites a notre étude. Ainsi nous ne pourrons pas étudier un wuhibasique, de méme pour un
mélange eatnuile. Toutefois, il sera possible de mener a bien de telles études en considivargines
continus. On congoit que ceci ne hous ménera pas vers une simplification.

De plus il est a noter que la continuitéfpde d'un domaine matériel n'existe pas. Ainsi, sans aller a
une définition atomique de la matiére, les moyens d'investigation tels que les microscopes (€lectronique
non) montrent clairement que la matiére est faite de juxtaposition d'éléments édapbogms les mémes
caractéristiques. De fait la continuité du domaine matériel ne pourra qu'étre une approximation. Suivar
degré de respect ou de RA@spect de cette hypothése, notre étude sera plus ou moins entachée d'erreu
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faut noter que mal@rtout, nous pourrons utiliser ce cours pour étudier des matériaux tels que le béton,
bois ...

Heureusement, il existe actuellement un processus dit d'homogénéisation qui permet de limiter
erreurs. Ainsi les matériaux plastiques chargés de fibreedre pourront étre traités dans le cadre de cette
étude.

Continuité de la transformation.

Comme nous le verrons ensuite, la
transformation sera essentiellement
caractérisée par la domédun
champ vectoriel appelé champ de
déplacement. L'hypothése  de
continuité de la transformation va se
traduire par le fait que les fonctions
scalaires du champ vectoriel doivent
étre des fonctions continues des
variables d'espaces et de temps. De
© nhouvea nous nous trouvons devant
une limitation de notre étude. On
peut facilement constater qu'il existe
© des transformations non continues.
Ainsi les problemes métallurgiques
o de dislocation, [l'apparition du

phénomeéene de cavitation dans les

Dislocation coin écoulements de domma fluide et

les fissurations font clairement apparaitre des discontinuités de transformation. Ces cas particuliers pou
étre traités en considérant la notion de continuité pardaunsines.

Rupture en mode | /_ Rupture en mode Il

— Rupture en mode | /H
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Variables d'études

Référentiels- Répéres

L'étude din domaine matériel impose que I'on procede a sa description et a son repérage tout au
de son évolution au cours du temps. La notion de référentiel doit étre développée pour préciser
évolutions.

Le référentieR est lié a I'observateur. Il remente I'ensemble des points animés du mouvement de
corps rigide de l'observateur. Pour effectuer les repérages spatiaux des points matériels dans unRéféren
on utilise une base vectorielle associée a un point origine O. On obtient ainsi urR.epereepére, animé
du mouvement de corps rigide du référerf@epermet de matérialiser ce référentiel.

Pour les besoins de I'étude, on peut étre amené a effectuer des changements de repere. On ré
ainsi la méme transformation des coordonnées adeatisur les composantes des étres mathématique:
(vecteur, tenseur ...) utilisés pour décrire le domaine. Il est a noter que I'on peut associer plusieurs repe
un méme référentiel.

Parallelement, on peut imaginer un changement d'observateur, ceaqsgé traduire par un
changement de référentiel. On peut se représenter une telle transformation en associant a chacul
référentiels un repére. Les deux repéres étant choisis de telle sorte qu'ils soient coincidant a un instant d
on examine leur é@lution au cours du temps.

Pour fixer les idées, prenons I'exemple
d'un lopin cylindrique écrasé par une presse.

TN On peut penser faire des observations a
(] partir du référentieR associé au plateau "fixe"
R de la presse. La tion de fixe étant prise ici
e s contacpratiquement ) - dans le sens de nal@éplacement vis a vis du
€ ° € sansfrottement L., .
reférentiel terrestreRT. Pour effectuer ces

observations, on peut soit lﬁiliéer\, un repere
cartésien orthonorm&Kkc (O;e,e,,6,), soit
employer pour des raisons de symétrie
cylindrique un repére  cylindrpolaire
orthonorméRp (O;€,€,€).

Contactavec
frottementélevé

Mais il est tout a fait pensable que, par exemple pour étudier le contacplaitazas mobile, I'on
veuille faire des observations a partir du référeRlehssocié au plateau médi

Avec cet exemple, on congoit fort bien la notioobgectivité c'est a dire du caractéere d'indépendance
vis a vis de l'observateur choisi. On parle alors de phénomé&neséquevis a vis du changement de
référentiel. Certaines grandeurs sont otiyes (déformations, contraintes, masse volumique ...), d'autre ne I
sont pas (vitesse, matrice de changement de base ...).

Enfin pour décrire la configuration d'un domaine matériel, il est possible de choisir parmi deux typ
de variables.
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Description Lagrangienne

Considérons un repére orthonorRé (O;E,,E,,E,) associé a un référenti®. La cinématique
classique d'un milieu continu est construite a partir des notions :

* de temps, pouvant étre représentée par une variabletrdétlermnée par deux valeurs extrémes.

* d'espace physique, pouvant étre représenté par un espace affine de dimension 3. Les points d
espace sont appelés "points matériels".

Dans le repérd, a un instant =0, le point M, a des cordonnéesX,, X,, X, qui définissent la

position du point matérieM. On appelle aussi ce systeme de coordonnées le systeme de coordonn
matérielles dans la configuration de référe@@ge Nous pourrons ainsi écrire :

- C C C C C
OM,=X,E+X,E,+X,E;=X, E =X
Pour décrire le mouvement du domaine, il convient
donc de se donner la loi d'évolution au cours du temps
des positions de I'ensemble des particules matérielles
constituant le domaine. On obtient donc la
configuration actuelleC,. Ainsi il est nécessaire de

définir les coordonnées,,x,,X, du point M, qui a

I'instantt représente la position du point matéhkl
- C C C Cc
OM, =X E +X, B, +X;E;=X E =X

=
Ce qui revient a direujl faut se donner les fonctions scalaires suivantes :
% =Fi(X;,1)

Dans cette description, les variables indépendaXieX,, X, ett sont dites "variables ou coordonnées de
Lagrange".

Les fonctionsF; représententa description lagrangienne du mouvement de notre domaine pa
rapport au référentiét.

Connaissant la position a chaque instant du point mabdrileést possible de définir alors sa vitesse
et son accélération vis a vis du référeriel

vecteurvitesse :
Ui -0

Dans une base cartésienne orthonormée, ses composante}/;;—sge(r]I'lf\tr'—(XJ 1) :'UTF‘(XJ ).

Dans cette derniere formule, le symbege représente la dérivation partielle par rapport au temps,

c'est a dire la dération en considérant les variables de posikgrindépendantes du temps.

vecteur accélération :
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i _dV(M,t)_ d’0oM,
’ dt

dt?

.~ ; d’F. F
Dans une base cartésienne orthonormée, ses composantgls';sealﬁ%!i—'(XJ )= /Jﬂz L(X;,1)

vecteur déplacement :

Souvent on préfere employer le

vecteur déplacement au lieu du vecteur position :
- . - - C
u(X,,t)=OM,- OM, -2 X

On peut alors remarquer Ie%allte
V(M,t) t)— (XJ,t) —(XJ,t)

,uu d

J

g(M.1) t)‘

(XJ,t)

Description Eulérienne

Les hypotheses de dimuité (milieu et transformation) imposent que les fonctiénsoient des
bijections de la configuration de référenCg sur la configuration actuell€;. Cette bijectivité impose
I'existence d'une relation inverse entre les variablepoddion de référence et les variables de position
actuelle. On a donc :

X, =y, (X,1)

On constate donc qu'il est possible de changer de variables spatiales. La description dite eulérit

consiste a considérer les variablgsx,,x, et t comme indépendantes et a les utiliser sous forme de

"variables ou coordonnées d'Euler".

Dans la description eulérienne, on ne se préoccupe pas de savoir ce qu'il advient de chaque part
En fait on étudie ce qui se passe, a chaque instant, gnechaint de l'espace.

On peut exprimer la vitesse et I'accélération en fonction des variables d'Euler :

vecteur vitesse :

ViM,t'):dc()j'tVIt avecv—'u—t(XJ, ,u (y (X, 1),t)
u

vecteur accélération :

2A ] 2F
g(M, ):% avecgi:’uﬂ t),t)

J

Pratguement, on peut dire qu'en description lagrangienne, on suit le domaine dans son mouverr
alors qu'en description eulérienne, on observe I'évolution du systeme en un point géométrique fixe f
I'observateur.
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Dérivation temporelle

Souvent nous aans a considérer les variations d'une grandeur physique, que nous ndterans
cours du temps. Cette grandeur peut étre une fonction scalaire, vectorielle ou tensorielle. Nous avons do
A=a(x,t) pour une déterminatn vis a vis des variables eulériennes

A=A(X,,t) pour une détermination vis a vis des variables lagrangiennes.

On peut au niveau de cette grandeur, s'intéresser a deux types de variation.

Ainsi, si nous considérons un point géométrique esphce, la grandeux étant définie en ce point,
nous pourrons exprimer les variations en utilisant la dérivée partielle par rapport au temps. On app
parfois cette dérivée "dérivée locale". En variables eulériennes nous poakioas €

HA
ut oot

Cependant, les grandeurs utilisées sont souvent attachées a un domaine matériel (température, |
volumique, vitesse ...). Il convient de considérer aussi la variation de ce domaine matériel au cours du te
Pour ce fairen utilise la dérivée totale par rapport au temps, appelée "dérivée particulaire" (du fait que c'
une particule que I'on suit dans son mouvement).

En représentation lagrangienne, puisque les grandeurs physiques sont repérées vis a vis de ['élé
dematiére, il y a identification entre la dérivée particulaire et la dérivée locale :

dA_IA (x ,t)-‘:f (X, H)=A

dt dt

Par contre, pour la représentation eulérienne, le calcul de la dérivée particulaire nécessite de pre
en compte la variation du domaine délinpaF des variableg qui sont fonctions du temps :

A= dA_da paHF,
dt dt MUX ut

_pa
(% D)=—(x,0)+
s
HF \
Dans cette formule on remarque la présence—dté qui est la$¥M€composante du vecteur vitesse.
U

D'autre part le termé@‘ peut aussétre interprété comme la composante de I'opérateur gradient appliqué
HX

la grandeuA. On peut donc écrire, sous une forme générale :

A A C
:IL,LII_t(Xi t)+grad A(x,t)V(x,t)

Exemple d'application : calcul de lI'accélération en représentation Eulérienne

La formule Q[éédente donne la relation suivante :
A\

CC
g—_d—v :'L;It—v+grad VvV

dt

Soit sous forme développée, dans un repére cartésien orthonormé :
= dV' :ﬂ+ﬂ _'UFi

Lodt ot opxo
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Imaginons par exemple que l'on soit dans un véhicule automobile un vendredi soir de départ
vacance d'entrée du tunnel sous Fourviere de Lyon. Connaissant depuis longue date le probleme
bouchon,nous avongris la précaution de ne pas partir trop tdét. Toutefois a I'approche du tunnel, not
constatons un ralentissement. Notre vitesse diminue et adeombtre veéhicule nous enregistrons une
décélération (accélération négative). Par contre déception pour le badaud qui s'amuse a regarder circul
voitures assis sur le bord de la route depuis une paire d’heure. En effet, comme le bouchon esteen tre
sauter, la vitesse des veéhicules passant en un point précis de la route est en constante augmentation. .
ce phénomene d'accélération (positive), il n'y aura bientét plus rien a voir.

La premiere accélération (la négative) est celle d'une particie I'on suit dans son mouvement. En
variable de Lagrange, c'est la dérivée particulaire. Pour la seconde accélération (positive), on obsen
mouvement en un point fixe de I'espace ehenonsidéere que les variations de vitesse dues au temps : c'e:
la déivée locale
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Déformations d'un milieu continu

Tenseur Gradient

Il convient de bien différencier la notion de déplacement de la notion de déformation. Ainsi que nc
avons déja pu le constater en faisant I'étude mécanique des solides ditsnabliefmril existe des champs
vectoriels de déplacement qui ne créent aucune déformation.

Autant il est facile de définir le champ vectoriel des déplacements, autant la notion de déformat
est délicate a bien cerner. Ainsi que nous allons le voir neymurrons pas parler d'une déformation, mais
de scalaire déformation, de vecteur déformation et de tenseur d'ordre 2 des déformations. Il convient dor
bien faire attention a toutes ces entités.

Pour matérialiser la déformation, on étudie la ti@msation d'un vecteur "matériel”, c'est a dire d'un
vecteur ayant origine et extrémité confondus avec des points matériels. Toutefois on concoit bien que |
de déformation n'étant généralement pas homogéne dans la matiére, il faille utiliser desnpténels
infiniment voisins afin de bien caractériser la déformation au voisinage d'un élément matériel.

Nous sommes ainsi amenés a considérer la transformation suivante :

dX- dx
D'autre part, nous averes relations suivantes :
x=F,(X;,t) X, =, (X,1)

Par abus de langage, et pour rester dans la tradition,
nous écrirons :
%=X (X,.1) X, =X, (%)

Sous forme différentielle nous obtenons :
dx :A%dxj et

J

Ces relations nous permettent de mettre en évidence les composantes d'un tenseur définies par :

dx =F, dX; avec F, Saal
J
On peut donc écrire :

Xz FdX|
Ce qui implique :
dX=F'dx]

Le tenseurF qui apparait est appeléehseur gradient' ou encore dpplication linéaire tangente'.

Il permet de caractériser les différentes transformations.
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Les composantes de ce tenseur peuvent étre calculées a partir du champ de déplacemer
différenciant la relation suivante :

- - C
l?(XJ ,1)=OM, - OMO:% X
Onadonc: F;= ,L%:d” +% F=t+GradU| X dX=FdX- dX=GradJdX
i J

Exemple dans le cas d'une déformation homogeéne triaxiale

Les équabns de la transformation sont
les suivantes :

ex=/,X,
ix2=/2x2
|l X3:/3x3
On peut donc définir le tenseur gradient

8, 0 0g
e 0]
F=e0 /, Op
E:

On a alors pour la variation d'un volume infinitésimal unitaire :

Cette expression est le castmwarier d'une formule plus générale :

avec

Etude tridimensionnelle des déformations

D'apres I'étude précédente, on serait tenté de croire que le ténsmtrsuffisant pour représente
I'état de déformation d'un domaine matériel. En effet il permet de bien faire apparaitre les différences e
les deux vecteurs et . Il semble méme que la différence entre ces deux vecteurs soit a associ
directenent au champ de déplacement. En effet nous avons :

< dX=FdX- dX=GradUdX_

On pourrait alors conclure que le tenseur gradient du champ de déplacement est le tenseur qui su
caractériser les déformations d'un domaine matériel. Cette conclusionoegteercar il existe des cas de
déplacement d'un domaine matériel qui respectent la notion de solides indéformables alors que le ter
gradient du champ de déplacement est non nul. On peut par exemple imaginer le phénoméne de rot
autour d'un axe. faut donc définir proprement un état de déformation.

Pour caractériser les déformations d'un domaine matériel, il faut en fait considérer les variations e
deux configurations de la distance existante initialement entre deux points matérielgesbltrélias cette
notion de distance n'est pas simple ° mettre e
"matériels". Mathématiquement, cela revient a examiner les variations du produit scalaire de ces d
vecteurs. Un produit scata invariant quels que soient les deux vecteurs considérés est équivalent a u
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