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| Descriptions de la Mécanique des Milieux Continus |

Domaine d'étude

L'objectif de ce cours est de présenter (hélas succieat@ta mécanique des milieux continus. Nous
allons trouver dans ce cours I'application du principe fondamental de la mécanique a tous types de dom:
matériels. En particulier nous pourrons nous intéresser aussi bien a des domaines ayant des camporte
de corps solide ou des comportements de fluide (liquide ou gaz). La généralité de ce cours apparait
évidente.

TA°C
600
Gompressiorisotherme Il est a noter que la distinction
50 entre ces différents états de la matiere
Soint crit chauffement n'est pas évidente. Ainsbmment ne pas
300 oint critique isobare s'interroger devant le phénoméne de
374 g p
Délente / : \ changement d'état liquideapeurliquide
%0 isenfropique, / AV vaneur pour un cycle englobant dans le
/ peu diagramme Température Entropie le
209 Liguide ('jvérl]ange point K sommet de la courbe d'ébullition.
Lo Iphasique
0 2
0 1 2 3 4 5 6 7 8 kJ/I%/kg

Le dictionnaire ne nous aide pas particuliérentans notre démarche de distinction. Ainse«Petit
Larousse» donne les définitions suivantes :

*Fluide Se dit des corps (gaz et liquides) qui n‘ayant pas de forme propre, sont déformab
sans effort.

*Gaz Tout fluide aériforme (qui a les props physiques de l'air (fluide gazeux qui forme
I'atmosphere)). Un des trois états de la matiere, caractérisé par la compressibilité et I'expansibilité.

*Liquide Qui coule ou qui tend a couler. Se dit d'un état de la matiere présenté par les col
n‘ayar pas de forme propre, mais dont le volume est invariable.
*Solide Qui a une forme propre.

Comment avec ces définitions trouver la frontiére entre un solide plus ou moins mou et un liqui
plus ou moins visqueux? Le sable-gsin solide ou un flude? Certaines peintures ont un comportement de
solide mais aprés brassage deviennent fluides. Le verre est un solide a notre échelle de temps, mais a\
siecles, on constate que c'est un liquide a trés forte viscosité. Le yaourt peut étre considérarcimde a
mémoire. Et encore nous ne dirons rien des Alliages a Mémoire de Forme (AMF).
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Comme on peut le constater, la détermination n'est pas simple et peut étre fonction de nombi
parametres (Pression, Température, Temps ...). En conséquermajtoconsidérer que la démarche du
mécanicien qui consiste a regrouper dans un seul enseignement I'étude mécanique de ces différents é
la matiére est légitime, mais quelle risque de se heurter a de nombreuses difficultés. L'étude de ces diffé
comportements est appelée la Rhéologie.

Pour mener a bien une étude de mécanique, la notion de référentiel est essentielle. D'une part, af
connaitre les évolutions cinématiques d'un domaine matériel on devra lui associer un référentiel, et d'c
part le Principe Fondamental de la Mécanique s'appuie sur I'existence d'un repere privilégié appelé "Re
Galiléen".

Un repére est défini par la donnée d'une base vectorielle associée a une origine. Il est a noter ¢
aucun cas il n'est fait l'oblgion d'une base orthonormée. Bien évidement, pour des questions
simplifications, nous essaierons toujours d'employer de telle base, mais nous pourrons aussi constate
suite aux déformations imposées a notre domaine, nous ne pourrons pas constamseergr cette notion
d'orthogonalité. Le mécanicien est ainsi tout naturellement guidé vers I'utilisation des notations tensoriel
A ce sujet, il est a noter que l'algebre et I'analyse tensorielle professées en mathématique sont
enseignements @ictement issus de notions mécaniciennes. Le mot tenseur ne pilgwvéntiu mot tension
? Ainsi on peut constater ce que la science mécanicienne a apporté a la connaissance des autres sc
Cette remarque peut aussi bien s'adapter aux méthodesotigisds numériques fortement issues de la
méthode des éléments finis.

Hypothese de continuité

Nous allons orienter notre étude sur des domaines matériels continus subissant des transforma
continues. Dans cette simple phrase on peut constatpoltmmce de I'hypothése de continuité. De nouveau
le Petit Larousse ne nous est que d'un faible secours (Continu : non divisé dans son étendue, non interr
dans sa durée).

Continuité du domaine matériel étudié

Pour le physicien, la continuittuddomaine sera traduite mathématiquement par le fait que les
fonctions caractéristiques du domaine sont des fonctions continues au sens mathématique du terme. Air
on considere des grandeurs physiques telles que la masse volumique, la tempéessiola on doit
pouvoir les représenter par des fonctions continues. Déja, avec cette définition, on peut constater qu'il e
des limites a notre étude. Ainsi nous ne pourrons pas étudier un milieu diphasique, de méme pou
mélange eatnuile. Toutebis, il sera possible de mener a bien de telles études en consiéi@amaines
continus. On congoit que ceci he nous ménera pas vers une simplification.

De plus il est a noter que la continuité parfaite d'un domaine matériel n'existe pas. Airaligsans
une définition atomique de la matiere, les moyens d'investigation tels que les microscopes (électronique
non) montrent clairement que la matiére est faite de juxtaposition d'éléments ne possédant pas les m
caractéristiques. De fait la comtité du domaine matériel ne pourra qu'étre une approximation. Suivant |
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degré de respect ou de A@spect de cette hypothése, notre étude sera plus ou moins entachée d'erreu
faut noter que malgré tout, nous pourrons utiliser ce cours pour étedienatériaux tels que le béton, le
bois ...

Heureusement, il existe actuellement un processus dit d'homogénéisation qui permet de limiter
erreurs. Ainsi les matériaux plastiques chargés de fibre de verre pourront étre traités dans le cadre de
étude.

Continuité de la transformation.

Comme nous le verrons ensuite, la
transformation sera essentiellement
caractérisée par la donnée d'un
champ vectoriel appelé champ de
déplacement. bhypothése  de
continuité de la transformation va se
traduire par le fait que les fonctions
scalaires du champ vectoriel doivent
étre des fonctions continues des
variables d'espaces et de temps. De
9 nouveau nous nous trouvons devant
une limitation de notre atle. On
peut facilement constater qu'il existe
des transformations non continues.
Ainsi les problémes métallurgiques
© de dislocation, l'apparition du

phénoméne de cavitation dans les

écoulements de domaine fluide et
les fissurations font clairement appamitles discontinuités de transformation. Ces cas particuliers pourron
étre traités en considérant la notion de continuité pardousines.

Dislocation coin

/ Rupture en mode I - Rupture en mode I
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Variables d'études

Référentiels- Répéeres

L'étude d'un domaine matériel impose que I'on procede a s#tiescet a son repérage tout au long
de son évolution au cours du temps. La notion de référentiel doit étre développée pour préciser
évolutions.

Le référentielR est lié a lI'observateur. Il représente I'ensemble des points animés du mouvement
cormps rigide de l'observateur. Pour effectuer les repérages spatiaux des points matériels dans un Reféren
on utilise une base vectorielle associée a un point origine O. On obtient ainsi urRieereepére, animé
du mouvement de corps rigide du réféielR permet de matérialiser ce référentiel.

Pour les besoins de I'étude, on peut étre amené a effectuer des changements de repére. On ré
ainsi la méme transformation des coordonnées spatiales sur les composantes des étres mathéme
(vecteur, tenseur ...) utilisés pour décrire le domaine. Il est a noter que I'on peut associer plusieurs repe
un méme référentiel.

Parallelement, on peut imaginer un changement d'observateur, ce qui va se traduire par
changement de référentiel. Onupese représenter une telle transformation en associant a chacun d
référentiels un repére. Les deux repéres étant choisis de telle sorte qu'ils soient coincidant a un instant d
on examine leur évolution au cours du temps.

Pour fixer les idées, prenons l'exemple
d'un lopin cylindrique écrasé par une presse.

On peut penser faire des observations a
. O partir du référentieR associé au plateau "fixe"
R de la presse. La notion de fixe étant prise ici
e dans le sens de naféplaement vis a vis du
reférentiel terrestreRT. Pour effectuer ces

observations, on peut soit utiliser un repére
cartésien orthonorméRc (O;él’,é’z,é;), soit
employer pour des raisons de symétrie
cylindrique un repere  cylindfpolaire
orthonorméRp (O;€.€,.€).

Contactavec
frottementélevé

Mais il est tout a fait pensable que, par exemple pour étudier le contacplaitezas mobile, l'on
veuille faire des observations a partir du référeiRledssocié au plateau mobile.

Avec cet exemple, on congoit fort bien la nataibbjectivité c'est a dire du caractere d'indépendance
vis a vis de l'observateur choisi. On parle alors de phénomémneséquevis a vis du changement de
référentiel. Certaines grandeurs sont objectives (déformations, contraintes, masse volyndgugre.ne le
sont pas (vitesse, matrice de changement de base ...).

Enfin pour décrire la configuration d'un domaine matériel, il est possible de choisir parmi deux typ
de variables.
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Description Lagrangienne

Considérons un repére orthonorRé (O;E;,E,,E,) associé a un référenti®. La cinématique
classique d'un milieu continu est construite a partir des notions :

* de temps, pouvant étre représentée par une variabletrdéterminée par deux valeurs extrémes.

* d'espace physiqug@ouvant étre représenté par un espace affine de dimension 3. Les points de
espace sont appelés "points matériels".

Dans le repérd, a un instant =0, le point M, a des coordonnéex,, X,, X, qui définissent la

posiion du point matérieM. On appelle aussi ce systeme de coordonnées le systeme de coordonn
matérielles dans la configuration de référeige Nous pourrons ainsi écrire :

: C C Cc ccC
OM,=X,E,+X,E,+X,E,=X. E =X

Pour dédre le mouvement du domaine, il convient
donc de se donner la loi d'évolution au cours du temps
des positions de lI'ensemble des particules matérielles
constituant le domaine. On obtient donc la
configuration actuelleC,. Ainsi il est nécessaire de

définir les coordonnées, ,x,, X, du point M, qui a

l'instantt représente la position du point matéhél
- C C C ¢C

C
OM, =X, E, +%, E, +%,E,=x E =X

/e
s Ei

Ce qui revient a dire qu'il faut se donner les fonctions scalaires suivantes
% =F;(X;,t)

Dans cette description, les variables indépendaxieX,, X, ett sont dites "variables ou coordonnées de
Lagrange".

Les fonctionsF, représentent la description lagrangienne du mouvement de notr@neopar
rapport au référentiét.

Connaissant la position a chaque instant du point mabdrilebst possible de définir alors sa vitesse
et son accélération vis a vis du référerfd. |

vecteur vitesse :

V‘(—)M 1 _dOoM,

dt

Dans une base céadienne orthonormée, ses composantes s,ong%(XJ 1) :’UTF‘(XJ ).

Dans cette derniere formule, le symbege représente la dérivation partielle par rapport au temps,

c'est a dire la dérivation en considérant les variables de poXifiovdépendantes du temps.
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vecteur accélération :

K _dv(M,1) _ d2oMm,
’ at

dt?

2
Dans une base cartésienne orthonormée, ses composantg,s‘sjedlc%ﬁt—‘(XJ 1) = Iu/;i (X;,1)

vecteur déplacement :
Souvent on préfere employde
vecteur déplacement au lieu du vecteur position :
- - - C
u(X,,t)=OM, - OMO:>C<E X
On peut alors remarquer I'égalité :
V(M t)_ (XJ1t) (XJ!t)

dz"

” “ E(X,01)

g(M )=

J

Description Eulérienne

Les hypothéses de continuité (milieu et transformation) imposent queneofs F;soient des
bijections de la configuration de référenCg sur la configuration actuell€;. Cette bijectivité impose
I'existence d'une relation inverse entre les variables de position de référence et les variables de pos
acuelle. On a donc :

X, =y, (X,1)

On constate donc qu'il est possible de changer de variables spatiales. La description dite euléri
consiste a considérer les variablgsx,,x, ett comme indépendantes et a les utiliser sous forme d
"variables ou coordonnées d'Euler".

Dans la description eulérienne, on ne se préoccupe pas de savoir ce qu'il advient de chaque part
En fait on étudie ce qui se passe, a chaque instant, en chaque point de I'espace.

On peut exprimer la vitessel@accélération en fonction des variables d'Euler :

vecteur vitesse :

v(M, ):% avecv:—(XJ,t)——(y (%, 1), t)
ut

vecteur accélération :

2
g(Mm ) avec g = HF
ut?

ot )——(y (X 1),1)

Pratiguement, on peut dire qu'en description lagrangiemmsuit le domaine dans son mouvement,
alors qu'en description eulérienne, on observe |'évolution du systéme en un point géométrique fixe f
I'observateur.
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Dérivation temporelle

Souvent nous aurons a considérer les variations d'une grandeumphygig nous noterons, au
cours du temps. Cette grandeur peut étre une fonction scalaire, vectorielle ou tensorielle. Nous avons dol
A=a(x,t) pour une détermination vis a vis des variables eulériennes

A=A(X;,t) pour une détermination vis a vis des variables lagrangiennes.

On peut au niveau de cette grandeur, s'intéresser a deux types de variation.

Ainsi, si nous considérons un point géométrique de I'espace, la grahdéiant déhie en ce point,
nous pourrons exprimer les variations en utilisant la dérivée partielle par rapport au temps. On app
parfois cette dérivée "dérivée locale". En variables eulériennes nous pouvons écrire :

ut ot

Cependant, les grandsuatilisées sont souvent attachées a un domaine matériel (température, ma
volumique, vitesse ...). Il convient de considérer aussi la variation de ce domaine matériel au cours du tel
Pour ce faire on utilise la dérivée totale par rapport au tempsléap"dérivée particulaire" (du fait que c'est
une particule que I'on suit dans son mouvement).

En représentation lagrangienne, puisque les grandeurs physiques sont repérées vis a vis de |'élé
de matiere, il y a identification entre la dérivée gattire et la dérivée locale :

dA_dA ,t)—‘;ft\ (X, H)=A

dt dt

Par contre, pour la représentation eulérienne, le calcul de la dérivée particulaire nécessite de pre
en compte la variation du domaine délimité par des variabtps sont fonctias du temps :

A-dA_da paHF,
dt dt UX it

_ua
(%, 1)=——(x,t)+
ut
HF . X
Dans cette formule on remarque la présence—e{é qui est la¥M€composante du vecteur vitesse.

D'autre part le termé@ peut aussi étre interprété comme la composante de I'opératdi@ngppliqué a
HX
la grandeuA. On peut donc écrire, sous une forme générale :

A

C
A=‘;n—a (x,t)+grad A(x, 1)V (x,t)

Exemple d'application : calcul de I'accélération en représentation Eulérienne

La formule précédente donne la relation suivante :
g—_d—vzﬂmrad A
dt  ut

Soit sous forme développée, dans un repere cartésien orthonormée :
O M AR

Lodt ot uxo ot
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Imaginons par exemple que I'on soit dans un véhicule automobile un vendredi soir de départ
vacance a l'entrée du tunnel sous Fourviere de Lyon. Connadesaums longue date le probléme du
bouchon,nous avongris la précaution de ne pas partir trop t6t. Toutefois a I'approche du tunnel, not
constatons un ralentissement. Notre vitesse diminue et a bord de notre véhicule nous enregistrons
décélérationdccélération négative). Par contre déception pour le badaud qui s'amuse a regarder circule
voitures assis sur le bord de la route depuis une paire d'heure. En effet, comme le bouchon est en tre
sauter, la vitesse des véhicules passant en un @it de la route est en constante augmentation. Suite :
ce phénomeéne d'accélération (positive), il n'y aura bientét plus rien a voir.

La premiére accélération (la négative) est celle d'une particule que I'on suit dans son mouvement
variable de Lgrange, c'est la dérivée particulaire. Pour la seconde accélération (positive), on observe
mouvement en un point fixe de I'espace ehenonsidére que les variations de vitesse dues au temps : c'e:
la déivée locale
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Déformations d'un milieu contin

Tenseur Gradient

Il convient de bien différencier la notion de déplacement de la notion de déformation. Ainsi que nc
avons déja pu le constater en faisant I'étude mécanique des solides dits indéformables, il existe des cr
vectoriels de déplacemeni ne créent aucune déformation.

Autant il est facile de définir le champ vectoriel des déplacements, autant la notion de déformation
délicate a bien cerner. Ainsi que nous allons le voir nous ne pourrons pas parler d'une déformation, ma
scdaire déformation, de vecteur déformation et de tenseur d'ordre 2 des déformations. Il convient donc
bien faire attention a toutes ces entités.

Pour matérialiser la déformation, on étudie la transformation d'un vecteur "matériel”, c'est a dire d
vecteur ayant origine et extrémité confondus avec des points matériels. Toutefois on concoit bien que |
de déformation n'étant généralement pas homogeéene dans la matiére, il faille utiliser des points maté
infiniment voisins afin de bien caracté@ida déformation au voisinage d'un élément matériel.

Nous sommes ainsi amenés a considérer la transformation suivante :

o
dX- dx

D'autre part, nous avons les relations suivantes :

X =F;(X;,t) X, =, (X,1)

Par abus de langage, et pour rester dans la tradition,
nous écrirons :
X=X (X,.1) X, =X, (1)

Sous forme différentielle nous obtenons :
dx=5ax, et

J

Ces relations nous permettent de mettre en gealkes composantes d'un tenseur définies par :

- _HX%
dx =F,dX, avec F, X
On peut donc écrire :
Xz FdX
Ce qui implique :
dX=F 'd¥]

Le tenseur qui apparait est appeléehseur gradient” ou encore dpplication linéaire tangente'.

Il permet de caractériser les différentes transformations.
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Les composantes de ce tenseur peuvent étre calculées a partir du champ de déplacemel
différenciant la relation suivante :

L C
§(X, ,)=OM, - OM, =5 X

Onadonc: F,= A‘{’%:qj ¥ :;i F=t+GradU| dx: dX=FdX- dX=GradUdX
j J

Exemple dans le cas d'une déformation homogene triaxiale

‘ ‘ Les équations de la transformation sont
X2 les suivantes :
X2 &%=/, X,
X X3 ixzzlzxz
’ %=/ X,
/{1 / On peut donc définir le tenseur gradient
X1 .
/ 8, 0 0g
F=20 /, 0

B 0 /9
On a alors pour la variation d'un volume infinitésimal unitaire :
dv,=1Y dv=/,/,/,dyv,
Cette expression est le cas particulier d'une formule plus générale :

D(X:L' XZ’ X3) _deﬂ:

dv=Jdy, avec J=
D(X,, X2, X5)

Etude tridimensionnelle des déformations

D'aprés I'étude précédente, on serait tenté de croire que le téns=trsuffisant pour représenter
I'état de déformation d'un domaine matériel. Enteaffpermet de bien faire apparaitre les différences entre
les deux vecteurslX et dX. Il semble méme que la différence entre ces deux vecteurs soit & associ
directement au champ de déplacement. En effet nous avons :

e AX=FdX - dX=GradU dX

On pourrait alors conclure que le tenseur gradient du champ de déplacement est le tenseur qui su
caractériser les déformations d'un domaine matériel. Cette conclusion est erronée, car il existe des ci
déplacement d'un domammatériel qui respectent la notion de solides indéformables alors que le tense
gradient du champ de déplacement est non nul. On peut par exemple imaginer le phénoméne de rot
autour d'un axe. Il faut donc définir proprement un état de déformation.

Pour caractériser les déformations d'un domaine matériel, il faut en fait considérer les variations e
deux configurations de la distance existante initialement entre deux points matériels arbitraires. Hélas ¢
notion de distance n'est pas simplmat t re en T uvre et on pr®f re coc
"matériels”. Mathématiquement, cela revient a examiner les variations du produit scalaire de ces d
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vecteurs. Un produit scalaire invariant quels que soient les deux vecteurdépemsst équivalent a une

déformation nulle du milieu (pas de variation de longueur, pas de variation d'angle). On aura alors défini
changements de formes.

- %
Imaginons deux vecteurs "matérieldX et dX'. Apres transfomation, nous obtenons les vecteurs
dX et dx’.

_ Nous avons les relations :
| dEFdX dX'=FdX’
Ce qui nous donne :
o .a=(Fax ] FdX’

- (O C
® o ae=(aX) FT A Fax'=(ax) c ax’
En utilisantles notations indiciellest en
o omettane par abus de notation le signe de

transpositionnous obtenons :

obCx” =dlx; dx ' =(F,y dX, )(Fy X, ')
o’ = (F, Ry (X, dX, )
dX.dX = C,, dX,dX, '

La déformation locale est alors définie par le tens&ur
— _ T
CJK_FiJ I:iK _FJi I:iK

On a ainsi:
AT =dX CdX* avec C=F"AF

Dans cette relatiorC est un tenseur symétrique d'ordre deux (représentable par une matrige 3*
appeléenseur des dilatationsoutenseur de CauchyGreen droit.

C'est un tenseur lagrangien car ses deux références sont faites vis a vis de la configuratior
référenceC,. Ce tenseur peut étre défini a partir du tenseur gradient du champ de déplacement :

C=F" A F=(1+GradU)" A (1+GradU)
C=l +GradU +(GradU)" +(GradU)" A Grad U

La variation de notre produit scalaire devient alors :
dxdX™- dXdX =dX (C- 1)dX"

Soit encore :
XX~ dX X =dX|Grad U+(Grad U)" +(Grad U)" A Grad U JaX"
dXax™- dXdX = 2dXEdX’

Nous obtenons ainsi un nouveau tenseur :

1 C C. C. .
E:E[GradU+(GradU) +(GradU)" A GradU
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Ce tenseur est lenseur des dérmations de GreenlLagrange.

C'est aussi un tenseur symétrique. On peut remarquer qu'il est identiguement nul dans un mouve
de corps solidéC=1). Ses composantes sont :

1 _1apuu, uu, uu, pu, @
E,==(F,F,-0,)= @ L+ 2 4Lk £k
M 2( oo~ ) 2%13 X, X, prg

On dira que la déformation du systémeleshogénesi le tenseur des déformatiogsne dépend pas
des coordonnées spatiales de référexce

Remarque
De la méme facon que l'on définit le produit scalalredx a partir du produit scalairel)\(’d;(/', on
peut, de maniere tout a fait symétrique, définir le produit scamj}’d% a partir du produit scalaire
dx.dx .On aura alors les relations suivantes :
dX.dX'=dxB ldX avec B=FA FT: Tenseur d€auchyGreen gauche
XX dX.dX'= 2dXA X"
1

A=§(I - B'l) Tenseur des déformations d'Eufdmansi

Le tenseur des déformations d'Etddmansi et le tenseur de Cauchy Green gauche sont des tenseu
eulériens, symeétriques.

D'autre part, il egpossible de démontrer la relation suivante :
A= (FY)Y" AEAF?

Soit en composantes :
Aj =F i F Ev

Interprétation des résultats

Variation de longueur :
Prenons un vecteur "matériel" de longueur initidke orienté selorune direction unitaireN
au voisinage d'un poir¥l ,. Nous pouvons écrire :
—_— o
dX=dXN
La transformation nous donne alors :
- C
dx=dxn

Il est noter que le vecteur obtenu non seulement n‘apaérhe longueur que le vecteur initial, mais
gu'en plus il ne garde pas la méme orientation.

On peut alors définifallongement (ou ladilatation linéaire) au pointM, dans la directioN’

e(MO; N dx- dX
dXx

C'est en fait la variation relative de longueur de notre segment initial.

01/07/2011 Mécanique deMlilieux Continus Pagé6




Arts et MétiersParisTech
Centre d'Enseignement et de Recherche de CLUNY

A partir des tenseurs précédents, nous pouvons écrire :

dXdx=dx* =dXCdX =dx? (NCN)

eMy;N dxd_)((sz,/NCN-lzw/N(l +2E)N-1

En effet nous avons la relation :

ae(d9=(C,, dx, dx, ) 5=(NCN) Zdx

Ainsi, dans le cas pactlier de la directiorE;, on obtient :

e, E FJECE - 17[C,,- 15 /12, -1

De méme, on peut définlie glissement(ou ladistorsion angulaire) au pointM, dans les directions
— A3
initialement perpendiculairell et M

oMy NM 2@

Cette entité correspond a la
variation d'un angle choisi initialement
droit. Pour la calculer, on utilise les
propriétés du produit scalaire entre deux
vecteurs, qui dans la gééine
euclidienne fait apparaitre le cosinus de
I'angle formé entre ces deux vecteurs. On
a ainsi :

NN
cos@l>(<:,d>c<; :dXdi =sing

D'ou : CoC
. a 2NEM
Arcsin %+9(N))(1+9(M))

Par exemple, pour les deux directions orthogon@eSE\;, on aura

& NCM
My; |V| A E—€ ——€
g( )= rcsmg\/NCN\/M oo

GDOI

|-O: IPOI

ccC Q a 2E, Q
g(El,Ez):Arcsmae—o- Arcsin® z Q

g\/_\/_ %\/1+2E11\/1+2E22 -

Enfin, il est possible d'obteria dilatation volumique ou variation relative de volume
_dv-dVv
dv

01/07/2011 Mécanique deMilieux Continus Pagé7




Arts et MétiersParisTech
Centre d'Enseignement et de Recherche de CLUNY

Base principale

Comme le tenseuredGreen Lagrang€ est un tenseur symétrique, sa reprége@nt matricielle est
symétrique dans tout repere. On a en fait affaire & une application bilinéaire symétrique. Il existe alors

- O o
base de vecteuréEI Ey ,E”,) dans laquelle la représentation matricielle de l'application est une matric
diagonale On dit que I'on a la base propre ou base principale.

Les vecteurs de cette base sont appelés les vecteurs propres de l'application. En mécanique,
parlerons plus facilement de directions principales.

Donc dans cette base, nous avons :

&, 0 04

e (e}
C=0 C, O 0,

® o c,9E)

Un volume élémentaire construit selon ces
directions et de cotedX, ,dX,, ,dX,, est transforme en un
volume parallélépipédique (pas de glissement) de cotés
dx ,dx, ,dx, . On peut alors calculer la vation relative
de volume :

=dv— dv
dv

On a d'autre part les relations :
dv=dX, dX,dX, et dv=dx, dx, dx,

Avec par exemple :

dx, =./C, dX,

On obtient donc :
dV: VCI CI><I VCII d>(II CIII d>(III = C:I C:IIC:III dV

dv=,/detC)dV

On fait ainsi appaitre le jacobien de la transformation :

v
dv

Ce qui nous donne pour la variation relative de volume :
g=J-1

Tenseur des déformations linéarisé

Comme nous venons de le voir, la caractérisation de |'état de défarrdatiodomaine matériel
passe par la détermination de tenseurs plus ou moins compliqués. Quel que soit le choix fait au niveat
tenseurs, on constate une HAmearité provenant essentiellement des termes du type

(GradU\J)TAGradUU:FTAF. Cette nodinéaritt de I'état de déformation par rapport au champ de
déplacement complique sérieusement les calculs.
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Cependant, dans de nombreux cas, on pourra linéariser |'état de déformation en faisant I'hypot
des transformations infinitésimales. Cette hypothésepre dénommée hypothése des petites perturbations
se décompose en deux idées :

* Le déplacement de chacun des points du domaine matériel est petit. On pourra ai
confondre I'état actuel avec I'état de référence.
* Le tenseur gradient de déplacemtne contient que des termes négligeables devant l'unité.

Avec ces hypot\tléses, les différents tenseurs déformaEions deviennent :
C=F"AF :[I +(GradU )TJA [I +Grad Lj] =| +(GradU)" +GradU CauchyGreen droit

C
Ezé (C-1)= %[(Grad U)" +Grad Uﬂ GreenLagrange
B=FAF' :[I +Grad U\l& [I +(GradU)" ]: | +GradU)"+GradU=C  CauchyGreen gauche
C C
A%(I- B'l):%[GradU+(Grad U)T]:E EulerAlmansi

On remarque donc qu'il y a une identification entre les descriptions lagrangienne et eulérienne.

Ainsi que nous l'avons déja constaté, ce sont les tenseurs de déformation deéaGraege et
d'EulerAlmansi qui, plugjue les tenseurs de déformation de Cau@teen, représente I'état de déformation
en un point. En effet dans un déplacement de corps solide indéformable, les tenseurs de déformatic
GreenlLagrange et d'EuleAlmansi sont nuls, alors que les tenseursi@ermation de Cauch@reen sont
confondus avec le tenseur identité.

On convient de dire que, dans le cas de petites perturbations, I'état de déformation est représent

le tenseur des déformations linéarisééfini par :
= 1 C C
e= E[Grad U+(GradU )T]:E: A
Ce qui nous donne pour les coordonnées cartésiennes :
3 6 18uu Mu, O
29 ) KX = Zgb(j AR
Ce nouveau tenseur est en fait la partie symétrique du tenseur gradient. Pour traiter de nombre

applications, il peut étre fait l'usage de la partie antisyquitny du tenseur gradient. Les relations sont les
suivantes

= C C
e= %[Grad U+ (Grad U)T]

= C C
W= %[Grad U- (Grad U)T]

C-
GradU=e+w

C = —
(GradU)" =e- w

Léempl oi du tens eenleu etdptace dud tenkenirr den &reen hagrsiigeu du
t ens eunr Alrdadst A | est une simplification importante car on obtient une linéarisation des

d®f ormations vis ° vis du champ de d®p|aceth\ént.
et Ubb, on peut écrire
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Grad [/ LTa + n’Jt;J =/ GradLT; + mGradLTt;
On en déduit alors la relation
el uie )= s ep e meps]

Interprétation géométrique

Avec ce qui QEécéd\eJ hous pouvons égire
dx- dX =FdX - dX = gradU dX

-~ A\
Supposons qudX représente,ahs la configuration initiale, deux point$, et M',. Le vecteurdx
représentera alors, dans la configuration actuelle les deux pdinet M',, transfomés des deux points

initiaux dans le champ de déplacement.
On a alors les relations suivantes

(Pp— C
dX=M,M", dx=M M,
UMo)=MM, UM, )=M" M,
MM'-M,M =M, M, - MM,

Ce qui nous :permet doé®crire
= L = U
U(M',)=U(M,)+wdX +edX
. De plus, on peut montrer
Ma du second ordre, | est possible dboassc
3 gue | 6on puisse rempl acer | e
edX vectoriel:
= LU C_ L
o w dX =w@dX
M w@ddX
' Ainsi , au voisinage du pointM,, le champ de
U ( M, ) u(M,) déplacement se présente sous lmsuivante
M A C_ T =C
° MG UM',)=U(M, )+w@dX +edX
On peut reconna’tre |l es composantes doéun <ch
translation UIMO) et une rotationW@dX . Le reste représente donc la deformationsda | i d e .

pourquoi le tenseue est appeléenseur de déformation.

Remarques
Il existe malheureusement des cas d'études qui ne respectent pas I'hnypothése de petites perturbat

On trouve en particulier le nenespect deette hypothese simplificatrice dans des opérations de mise
en forme imposant a la fois de grands déplacements et de grandes déformations. Mais on peut aussi tr
des applications qui ne respectent pas que l'une des conditions. Ainsi, en robotigtispament confronté
a des problemes de grands déplacements, mais dans chacun des éléments, on peut considérer c
déformations sont trés faibles.
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EENSNENENDNENEED

S Q)

Ces hypothéses sont d'une réelle
importance pour la simplification des aals.
Prenons par exemple le cas d'une poutre
console encastrée en une section extrémite,
libre & l'autre extrémité et supportant une
charge uniformément répartie.

Déja la définition rigoureuse de la
charge pose un probleme. Cette charge
conservet-elle une direction constante qu'elle
que soit la déformée de la poutre (cas de
l'attraction gravitationnelle), ou bien cette
charge estlle suiveuse, c'estdire,
conserve-elle une direction fixe vis a vis de
I'élément de poutre sur lequel est s'applique
(cas d'une pression) ?

La réponse a cette question étant trouvée, si on

veut déterminer la déformée de notre poutre en utilisant
la théorie classique des poutres, il convient de bien
réaliser que, si cette déformée est grandea vite affaire

a une poutre courbe. En conséquence la formule
: d? n i ,
classiqueM fZ:EIGZd—Z devra étre délaissée au profit de

X

la formule suivante qui fait apparaitre le rayon de
courbure de notre poutre initialement droite :

d?y

2
=Elg, —2%
adya
ax—0
QdX+

_EIGZ

M

fz

3|1+

Bien entendu les problémes d'intégration sont accrus. De plus le calcul du moment de flexion p
tout de suite plus
on constate quoéil y i@ndubrasdalevierf ®r ence dans | 6 ®v e

Etude des petites perturbations

de

di

fficult®s. En effet S u

A partir des hypothéses simplificatrices, on peut s'intéresser a I'étude des allongements et
glissements au voisinage d'un point matériel.

Du fait des relations existantes entre les difieydenseurs, et en ayant remarqué que de nombreu)
termes sont négligeables devant I'unité, nous pouvons écrire :

eM;E FJECE -1=/C, - 1= /1+2E,,- e,

Q(M:gi,lgz)

e 26, @
—Arcsmg g 2
(;\/1+2E11\/1+2E22 -

€,

Pour l'allongement dans la directién

Pour le glissement dans les directi¢st E,
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On peut donc donner une nouvelle détermination du tenseur des déformations linéarisé :

. c C C C C _
2 ) 2EE) JEE)Q
& CC Zc R2C 6
m:g(El’EZ) &(E,) g(E21E3)8
= GcC c'C 25
E‘g(El’ES) g(EZ’ES) e(E) 0
x 2 2 3/ o,C
¢ _(Ei)

. QE fa-on pl us g®n®r al e, S i on consi
(“éﬂzub =1; é’.b:O),on peut écrire

e(M ;aG)=:SI:[J§1::e dilatation linéaire dans la directior&

;a,bj=2alb=2e,  distorsionangulairede | 6angl e droi't Yetb ®

D 6 u n eierenganérale, on définira le vecteur déformation pure au pbddns la direction unitaira par

la relation:
D,(M;a)=dM)a

On peut aussi remarquer que, du fait de la symétrie du tenseur de déformation, on a
C G\ = C
g(M;a,b =2alb=2¢,=2bUa

En ce qui concerne la variation relative de volume, on obtient :

) _ C
g= N _ 5 g0 4T - giw
av &,

Directions principales ; déformations principales

La matrice représentant I'état de déformation linéarisé étant une matrice réelle symatripeet
définir ses directions principales (vecteurs propres) et les valeurs des déformations principales (val
propres). Du fait de la forte dépendance entre le tenseur des déformati®reedd_agranget le tenseur
des déformations linéarisé, il yidentification totale entre les vecteurs propres des matrices associées a ¢
deux tenseurs.

Pour le tenseut, les relations sont les suivantes :

UN,=¢ N,

Avec comme représentation dans la base principale :

a6 0 0g
= e (0]
B0 ¢ O O_
2 0 N

Comme le tenseur des déformations linéarisé est symétrique, si les trois déformations principales
différentes, il existe trois directions principales orthogonales deux a deux.
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Si deux déformations principales sont distinctes, il y asalme direction principale associée a la
troisieme déformation principale. Toute direction orthogonale a cette direction principale est principale.

les trois directions principales sont identiques, toute direction est principale. On dit alors qseue ést
sphérique.

La détermination des valeurs des directions principales de déformation conduit aussi a
détermination de trois invariants scalaires du tenseur. En effet, comme pour tout tenseur du sedond ord
le calcul as valeurs propres passe par I'annulation du polynédme caractérr fgue Ce polyndbme est
obtenu par le déterminant d@-/ 1).

On adonc:
P (/)=det(T-/ I)=- /3+T, /2- T,/ +T,

Les termed;, T,,T,, représentarles invariantsfondamentauxdu tenseufT :
e T,=trT
T 1
iT”:E((trT)Z trTz)
} T, =defTl

Etat déviatorigue :
Pour un tenseur du second ordre quelconque, il est toujours possible de le décomposer sous f

doune somme de deux tenseurs et qeé¢ IsdavtEer gquai
formules sont les suivantes

T=S+D S=tr(T)I/3=T,1/3 D=T-S

Dans le cas du tenseur de déformation, le tenseur sphérique associé change le volume sans char
forme alors que le tenseur déviateur change la formelame constant (la trace est nulle donc pas de

variation relative de volume).
@ rx

&
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Représentations graphiques

La notion de tenseur étant relativement délicate a appréhender, on recherche souvent des solu
plus parlantes pau r epr ®s ent er un ®tat tensoriel. ! e X
vectoriel de dimension trois, des représentations graphiques, soit tridemensionnelle, soit plane,
permettent de tirer quelques enseignements.

| ma gi n o n sonmgisse unltedseur symétrique, a coefficients feéglay ses composantes dans
la base principale

T 0 034

e 0}
T=a0 T, O 0_

@ o T,9N)

. - L
Considérons un vecteur unitaire quelcongque  N=n N,
On peut alors calculer le vectalstenu dans la direction :

AH=TH

Dans la base principale, les composantes de ce vecteur sont

- A =T, n,
K(ﬁ'):A Ni avec iAz =T, n,
% A? :TIII n3

Ddéautre part, neswntarenolsavonsect eur
2 2 2
n’+n,”+n’ = e L B

2 2 2
TI TI | TI 1

Nous constatons ainsi que les composantes du ve(ﬁ/eLpeuvent tres bien représenter les
coordonn®eAdadndsu nl Gpeosipnatce des vecteurs peutdipguete.
|l i eu d®crit dans | 6espace de gllipspopledetamé s propres

Cette premiere
représentation graphigue
tridimensionnelle permet de
constater que les valeurs
propres représentent les valeurs
extréna | e s ttepesorield ®t a

Ainsi dans le cas du
N tenseur de déformation, la plus
! grande dilatation linéaire et
plus petite en un poinsont
données par deux des

déformations principales ¢,

€ ete,.
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Par contre cette repr®sentation de | 60®t at t
donc peu ais®e ~ dessi nerégsentatloh plaseseh comsidesastilelplarefornledar

les deux vecteursi et A‘n). Ce plan présente généralement une intersection avec le plan orthogonal

vecteurri. On désigne paN la projection du vecteuA(ni sur le vecteun, par T le vecteur obtenu par
projection du vecteun sur son plan ghogpnal.

t

On a, avec des notations évidentes
C

.. O
PI&:EE AN )rc1: =Nn
1 C
[ T=nGAN)DN=Tt
A\ %4 A\ >
avec N vecteur normal etT vecteur tangenttétant le
vecteur unitaire associé

Supposons que le vectetir appartienne au plan principal formé par les vectéﬁrsm), et q
présente un angle avec la direction principaIeTI(. On peut donc écrire

— — — — C
I’cl::COSé? N, +sina N, et Ainiz,AiN,+AzN,|=anr?+att
Avec |l es formules de changement :de base, il
. N i
Tean =T, cosa+T, sin?g=TtTu  Ti- Ty cosf 2a)
2 2

] _
Ta =(T, - T,)cosasina :%sin(- 24a)
|

On constate donc que dans le plan vectc(rYdj, |l orsque | 6angl e vAnmi e,
al, +T, G . .
parcourt un cercle dont le centrega'z—”;08pour coordonnées. Le rayon du cercle @stLe point
(; -
ex r ®mi t ® d®cr it | e cercl e en s ena Leiceroleainss atene st d

appelécercle de Mohr dans le plan principaﬁ,,N—”). On con-o0it ai s®ment q

construre trois cercles. La figure obtenue montre ainsi le
tricercle de Mohr de | 06®t at
A partir de la représentation de Lamé, on peut
deduire que pour une direction unitaire quelconque,
| 6extr ®mi tﬁ) dobiuse tvoaverthedui rnt ®r |
tricercle. Les valeurs propres formant le diamétre de plus
grand des cercles de Mohr sont les valeurs extrémales dt

vecteur normal. Leur différence constitue la plus grande
valeur du vecteur tangent.
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Conditions de compatibilité

Ainsique nous | 6avons constat ®, l es diff®rents
champ vectoriel, le champ de déplacement. Les relations permetterdansbiggiitéde calculer, dans un
repére quelconque, les composantes de chacun de cestehsears | or s que | don con

vecteur déplacement.

Par contre | a d®marche inverse nobdest pas |
«remontee © un champ de d®pl acement ° partir de | a

Nous allons raisonner sur la forme linéagisdes déformations, donc a partir du tenseur de

déformationU. Ce tenseur, symétrique est déterminé par 6 composantes. Il est clair que des relations doi
exister entre ces six composé e S S | |l e tenseur repr®sente un ®
vectoriel ayant trois composantes.

Ces r el at i ocanditiend depcpngpdtibilieé etleles ne sont en fait que les conditions
déint ®grabil it ® uvaru ssyesnts mlee dCha®aqcthayt iporug di f f ®r en

Dans un systeme de coordonnées cartésiennes nous avons les relations suivantes

3 auu 0
Iy, =150 18
| Zghxj ux 92

Nous pouvons écrire
“M/ij :lé@“zui _ uzuj
o 288 X B

1-O:00O

18U W, Wy Wy g
o 288 I b X uxjuxi b pix, Q

M _Ea M &uu pu 9 pé b 88

HX, ZQJX, g M = X %X ka =

W _He,  HE&

(ORI ST ¢

Nous venons ainsi de montrer que nous sommes capabtzdcdéer les composantes du vecteur

gradient dew, . Toutefois nous obtiendrons effectiveme
a dire si nous pouvons Vérifier les relations suivantes

Lé- wo u apw; 6=0= W W i W w,

“XIQ k =+ “nguxi+ B RX X X
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W.
Cesont en fait | es conditions dd@l/iji:H—ti@g.rabilit

m
Exprimées en fonction des composantes du tenseur de déformations ces conditions nous donne
systeme de six équations

We  He  We , K6
IR DG DG PG X

=0

Sat sous forme développée
e, e, 106, Wey +L%1623_ ey, Me,d

=0
o X G X 1o SR X, x, 9
e e§2+u2 923_ 2 w2 e, 0 &+L%:§31_ He, uez3gzo
MXs MX; HX; HXg MG X X cTHX, X X =
15 933+U2 €i_» Wey, - W e, +L%“912_ = ue3lg:0
DTS AT S AT

On peut aussi démontrer que ces conditions de compatibilité prennent la forme intrinséque:suivan

(A o AT . N
grad di;@o +Sgrad di;@g - grad §grad ‘tr @ ]8- opU=0
- (; -

¢

Of

Donc, si ces équations sont vérifiées, il est possible de déterminkang de déplacement. La

m®t hode consiste ° <calculer | es composantes du
exactes
I dle, He, 2
dl/l/i-:—]d)(k: ik _ lme
Lo A 2
Puis de d®terminer | es composantes du champ

totales exates:
du :(6?1 W )dXJ-
Le champ de déplacement ainsi obtenu est défini a un champ de déplacement de solide indéform

pres.
En application, nous proposons au |l ecteur (
déformation suivant
anb ax X 0 §
=% X X X, 8
e=a@x X, nbx OQC
o 0 -bx%e)
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Vitesse de déformation

Dans I'étude précédente, on s'est intéressé aux transformations du systeme entre une configurati
référenceC, et une configuration actuellg, .

Sans se soucier du chemin de déformation suivi
lors du mouvement entre ces deux configurations, on a
éetudié la transformation sous un aspect purement
géométrique, d'un état initial vers un état final. On
concoit trés bien que cette étupkeisse convenir dans
toute transformation pour laquelle I'état de déformation
soit une fonction d'état (au sens thermodynamique du
terme). Peu importe alors le chemin suivi pour passer
d'un état a l'autre.

Hélas, de plus en plus frequemment, suite a une
modellsatlon plus fine, suite a une meilleure connaissance, suite a des développements de moyens de
il devient de plus en plus nécessaire d'étudié les évolutions du systéme suivant un chemin de déforme
Nous sommes alors amenés a faire I'étl@léacon incrémentale, c'est a dire a étudier la transformation entrt
deux états infiniment voisins, puis, par un processus de type intégration, en déduire le chemin rée

déformation.

Pour caractériser les vitesses, on introduit le vecteur vi&ddet) que 'on peut considérer comme :
* fonction du temps et des coordonnées de référ&ngdescription Lagrangienne)
* fonction du temps et des coordonnées actugllédescription Eulérienne)

Taux de déformation lagrangien

Entre les instants et t + dt, un vecteur "matériel" infinitésimalx se transforme edx*®. De la
méme maniére que, pour les déformations, nous nous sommes intéresses a la variation dicadedyit

nous allons cette fois considérer sa vitesse de variation.
La vitesse de variation du produit scalaire de deux vecteurs matériels est alors :

Q d C CygsrCC C C
; 9 ()2 _d— [Fax)(Fax) o =2 (axcax’ a(dx.dx'+ 20X EdX’)

C
(dx dC) 2dX 9E i
dt dt

C C C
Le tenseurdd—ItE(X,t):’L;t—E (X,t)zEf(X,t) est appeléaux de déformation Lagrangien

Il est obtenu en dérivant par rapport au temps le tenseur des déformations dea@raege. C'est donc
la vitesse d'évolution de la déformation lorsque edliest mesurée a partir d'un état de référence initial.
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Taux de déformationeulérien

Etudions a présent la méme variation de produit scalaire mais en variables eulériennes. On a donc

(6262 (o) oo LEX ) AEX)

dt

C
En utilisant la relation : d((;jt)k()—d(Fd?ﬂ:# dX =F# F'ld>c(:

On obtient :
d—( C) FddX ded CM B N A o

9(okaaci(r) +# )dC
%(dcdg) dx(2 D)d)%

Cette derniére relation nous permet de faire apparaitemseur taux de déformation eulérienD.
Il peut étre déterminé a partir du tenseur gradient des vitesses.
Nous avons en effet la relation :

X1 K J
Ainsi le produit® F-* défini un tenseut. qui n'est autre que le tenseur gradient des vitesses :
L=GradV

Le tenseurD représente la partie symétrique du tenseur gradient desesité3s peut aussi faire
apparaitre le tenseW qui représente la partie antisymeétrique.
Les relations sont les suivantes :

C c
D(¥t) :%[Grad V+(Grad V)T]:%(L +L7)
C C
W()%t):%[GradV- (GradV)T]:%(L L)
C
Gradv:D+W:L(>%t)
(GradV)"=D- W=[L()%t)]T

On montre que le tenseMY est un tenseur qui représente l@sse de rotation de la matiere.

Remarques

1- L'égalité des produits scalaires en définition lagrangienne et eulérienne nous condui
la relation suivante

C C
o (dx dc) d>(<?(2 D)df?:dx.(z #)dX'
On peut alors en déduire la relation :
E=FTADAF :% ¢
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Ainsi les dérivées par rapport au temps des tenseurs lagrangiens décrivant la déformation
directement reliées au tenseur des taux de déformation. Il n'en va pas de méme pour les tenseurs euls
Par exemple pour le tenseur de CauGlngen gauche, on a:

N* ~ ~ ﬂ ~ ~ ~ ~ ~ ~
B=|FAF |-#AF +FAF =LAFAF +FAF AL'=LAB+BAL'

2- Si I'on considére la transformation infiniment petite entre les configurationst
C..q» €n prenant la configuratio@, comme configuration de référence (on parlerslde description
lagrangienne réactualisée), le déplacement est alors :
dI(X )=V (X tyct
Le tenseur de déformation est alors dans une forme linéarisée :

df’% |Grad (dfj+ (Grad ()" ]% [Grad @+ (Grad (d\/C))T ]dt

dU=Ddt
Ainsi, le tenseur D apparaitcomme le tenseur “"tangent® aux déformations, a partir de la
configuration actuelle. Cette description est souvent utilisée en calcul numérique, car on réactualise sou
la configuration de référence a chaque pas de calcul.

3 Dans le cadre des trdnsmations infinitésimalesGrad (dij peut étre considéré
comme un infiniment petit. On a donc :

Do & ¢

Les tenseurs des taux de déformations lagrangien et eulérien peuvent étre confondus.

Interprétation du tenseur taux de défomation

Cette interprétation est tout a fait similaire a celle des tenseurs de Gareghy droitC et
des déformations de GreéagrangeE .

Taux de dilatation linéaire

En considérant par exemple lesudevecteursdxet dx' confondus, de longueull et dans la
- N N -
direction Ei(d}(:d)L(‘:dIEl), on obtient :

2
% (dgdg):%:d%(ZD)d)%:ZDl (d1)?

Ainsi, D,, est letaux de dilatation linéaire (ou encore taux d'allongement ouegise d'extension )
dans la directiork,.

Taux de glissement

Nous devons cette fois prendre les deux vectetesdx’ dans deux directions orthogonales.

-

AR
En les supposants norméek:El,dx:Ez), nous avons :

%(o|§.:o|>9)=d>%(2D)0'>9 =2D,,
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| Etat de contrainte dans les milieux continus |

Lois de conservation

La mécanique des milieux continus repose sur des lois ou des principes de la physique. Tou
monde pense bien entendu immédiatement au princigiafoental de la mécanique, mais il ne faut en
aucun n®gliger | es autres |l ois constat ®es. Lo
do®change avec |l e milieu ext®rieur et ces ®char
les domaines soit assujetties aux principes de la thermodynamique. Le premier principe permet de tradu
conservation de | 060®nergie et il se pr®sente so
t hermodynami que emre |sbernmpoguwsd bidans®t agqtue | 6on a -~
alors donné par une inégalité.

A ces trois lois, il faut impérativement ajouter la loi de conservation de la masse. Souvent,
mécanique, on oublie de traduire le fait que lendme étudié ne transforme pas sa masse dans sol

mouvement . Cela provient du fait qgue | 6ensei gl
variables de Lagrange et gue | 6on suit l a par:
var i ables dOoEul er, i faut bien traduire | e fai

méme si localement il peut y avoir une modification de la masse volumique.

Ai nsi gue nous all ons | e «c onmnssotuast efro,r ntee sg | | oobie
®crites pour un domaine mat®riel, soit sous fo
chaque point du domaine.

Avant de donner des expressions d
mat h®mati gque en pr ®cisant | a notion d
th®or mes i mportants, | e th®or me de | a

6u
e

D®r i v®e particulaire doéune int®grale de volum

SoitundomaineD que | 6on suit dans son mouvement et

i nfiniment proche de I6int®gra|e:<c%¢’pd\n champ ter
D

Cette variation estdueche ux contri buti ons, déune part | a
: a R : . :
Iesdeuxmstanthet débautre part | a variation du domain
M
Pour calculer | 6exprlplei domaion eetparD],, dddomanaa n :
| 6i ntsdt.anltdi nst ant |l es s®parants ®tant i nfini me
i ntersection communbg. que | 6on d®signera par
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Ainsil e domai nes e d®bcionnsptoasnet en deux sous Djethai
pertede domain® , al or s que | e+tdiceodé@mnpose ed, et le gainmedormam®, .
On peut écrire

J,= ﬁa(t)dvz ﬁa(t) dv+ ﬁa(t)dv

Joar= PRI+ dt)dv- PR(t +dit) dv+ rp(t +dt)dv

Dt +dt DO

On peut alors calculer la variation
Jirar~ Ji = (Rt +dt)dv+ na(t+dt) dv- ff(t)dv- na(t) dv

Do Do

e~ I, = At +dt)- a(t)]dv+ na(t+dt)dv na(t)dv

Do

Mais pour les domained, et D_, | 6accroi ssement etnt dusnau d i
déplacement de la surface génératrice. On peut donc €écrire
\ \ % >
Pour D, dv:dxnds:(vdt)nds

PourD. dv=- dxfds=- (Vdt)Vds
Léointervalle de temps ®tant infiniment court
Jpgem .= "gua—(t)dtgdw fp(t)\(/:rc]:dtds+ Pa(t) Vit ds
Do pD.
Jeadi_d oy n—"*‘a( )dv+ FR(DVIds + Fp(t)VITds
dt  dt, Ht D, >

Dans ces expressiongD, (resp. UD.) représente la surface commune aux domaibbgst D,
(resp.D_). On peut donc en déduire la relatiomdamentale suivante

9 av=/2O gy+ paty ids
TR LITER

Th®or me de | 6int®gral el n
L6®nonc® de ce th®or me est | e suivant
Considérons un champ vectoriel volumigugfini et continu sur un domaine . Si quelque
soit le sous domain®' inclusdansD, | 6i nt ®gr al e du c¢ h Dmgst ndlle algle |

champ tensoriel est identiquement nul.
fpdv=0 "D U  a=0

Pourladémonstraio de ce t h®or me, il suffit doéi magi
point donné du domaind®. Du fait de la continuité, il est alors possible de définir un domahe
infiniment petit enveloppantlpoi nt et t el gue | 0int®grale du c
| 6encontre de | 6hypoth se de d®part.
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Théoréme de la divergence

Nous nous contenterons de donner, sans démonstration, un énoncé de ce théoreme appelé
théoreme de GrednOstrogradski

Le fl ux doun Acab saveps de le sudaged ieredloppant le domain® est égal a
| 6i nt ®grale de | a divergence du champ tensori el

A Tds = flivA dv
pD D

Remarques O
Dans le cas oA représente un champ vectoriel constant, on obﬁLr'ds: 0
T)
Dans le cas oA représente un champ scalaii¢ on obtient pjf r(fds: fprad(f)dv
o) D
Expression g®n®r al e doéune Ijoi
On peut dire que dbébune mani re g®n®r al e, un

tensorielleA . On peut alors associer a cette grandeur
La densité volmique dans le domaine considér

La densité volumigue produite par unité de temps dans le domaine consigérée
La densité surfacique associée au fluxAdentrant a travers de la fraéte du domaine a,

La loi de conservation a alors comme expression générale
A ~ ~ ~
d_ :g nadv: n;_v dv+ rps ds
dt dt, 5 D

Equation qui traduit le fait que la variation de lagranddua u cour s de | ddiestt e |

®gale " | a somme de | a quantit® produite (alg®
(algébriguement) a travers la frontig® du domaine.

Exemple: Equation de continuité

Le principe de conservationdeftea s se postul e quéi l néy a ni a
conséguence la variation de la masse auschutemps est nulle
dM
— =0
dt

La masse peut se calculer a partir de la masse volumique

M=prav ¥ & dv=0
D dtD
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Avecl a notion de d®ri v®e particulaire doéune i

9 dv=p dv+ iy Vivds=0

dt o Mt D
On peut encore utiliser le théoreme de la divergence

D av=f L dv+ py vds= AL dv+ liv(r Vi dv=0

dtD D ut uD D ut D
Ce qui nous donne une forme | b®at emdedé o®GuUE
B2 div(r $=0
it

De plus nous avons les relatians

div(f\%:rdiv(\%ﬂ?.gradr Z—f:%ﬂ?gradr
On obtient ai nsi une autre forme | ocale de |
dr )
—+rdiv(v)=0
Lot divY)

Contraintes dans un domaine matériel

Loi fondamentale de la mécanique

Il existe plusieurs formulations de la loi fondamentale de la mécanique. Suivant I'énoncé choisi,
qui est axiomatique dans un cas devient théoréme dans un autre cas. Toutes ces formulations (princi
moindre actia, principe des puissances virtuelles, principe fondamental de la mécanique) sont équivalen
Toutefois suivant I'application traitée, certaines formes peuvent étre plus intéressantes que d'autres.

Pour notre part, nous nous contenterons de l'‘énolasSique du principe fondamental de la
mécanique:

Il existe au moins un reperR,, dit galiléen, et une chronologie, dite absolue, tels que, a chaqu

instant et pour toute parti® d'un systemeS, la dérivée par rapport au temps du torseur cinétique ggliléen
est égal au torseur des actions extérieures s'exercaldt. sur

Pour pouvoir exploiter le principe fondamental de la mécanique, nous devons donc définir u
représentation des efforts appliqués a toute pdbtid'un systemes.

On peut classer ces efforts suivant deux types :
* les efforts exercés sub par les systemes extérieurs au syst&nén parle alors d'efforts
extérieurs.
* les efforts exercés suDd par les parties d& extérieures a la partiB . On a ainsi les efforts
intérieurs.
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Généralement, le=fforts extérieurs sont dus a des actions a distance telles que la pesanteur, les fol
électromagnétiques, les forces d'inertie. Geiugont souvent connus et leur modélisation ne pose pas de
;)
probléme. On les supposera représentables par une densiguaake forcef (M ,t).

Pour pouvoir progresser, il faut définir les efforts intérieurs.

Vecteur contrainte

La modélisation des efforts intérieurs passe par une axiomatique. Il existe en effet plusieurs mod
employés suivant les doimas d'études. Pour notre part, nous nous contenterons de l'exploitation du postL
de Cauchy, ce qui va nous conduire a la représentation la plus fréquente de I'état de contrainte en un
matériel.

Postulat de Qachy
* Les efforts exercés sur une parti® d'un milieu continu
par le complémentaire dB dans le system& peuvent étre représentés par
une répartition surfacique de forces.
* Cette cbnsité surfacique ne dépend du domaine considéré
que par la normale extérieure au domaine pour le point d'étude.

On a donc une représentation par un vecteur du‘ﬂweﬁ) appelévecteur
contrainte en M dans la directio .

On peut considérer que chaque élément de matiere est en effe
soumis a des forces de liaison provenant soit d'une frontiére scceke
contigué, soit du reste du systeme.

Avec I'hypothese de densité surfacique de forcesis nmouvons dire que sur chaque surface
élémentairedS autour du pointM et de normale, les éléments du systén® situés dans la région de
M et n'appadnant pas a la parti® exercent sur les éléments du systégnappartenant a la parie une

k :

force élémentairelF determinée par : dI;:'I‘:(M ,ISI)dS

Généralement, on appelle facette le plan tangent en
M au domaine étudié. La normaledéfini I'orientation de cette
facette.

On peut alors définir la contrainte normale comme
étant la projection sur la direction de la normaledu vecteur
contrainte

De méme on a le vecteur contrainte tangentielle

(encore appelé cission ou contrainte de cisaillement) qui
représente le wteur contrainte projeté dans le plan de la facette.
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