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Descriptions de la Mécanique des Milieux Continus 
 

Domaine d'étude 

 

 L'objectif de ce cours est de présenter (hélas succinctement) la mécanique des milieux continus. Nous 

allons trouver dans ce cours l'application du principe fondamental de la mécanique à tous types de domaines 

matériels. En particulier nous pourrons nous intéresser aussi bien à des domaines ayant des comportements 

de corps solide ou des comportements de fluide (liquide ou gaz). La généralité de ce cours apparaît ainsi 

évidente.  

 

  

 

 

 Il est à noter que la distinction 

entre ces différents états de la matière 

n'est pas évidente. Ainsi comment ne pas 

s'interroger devant le phénomène de 

changement d'état liquide-vapeur-liquide 

pour un cycle englobant dans le 

diagramme Température - Entropie le 

point K sommet de la courbe d'ébullition.  

 

 

 

 

 

 Le dictionnaire ne nous aide pas particulièrement dans notre démarche de distinction. Ainsi « Le Petit 

Larousse » donne les définitions suivantes : 

 

 *Fluide Se dit des corps (gaz et liquides) qui n'ayant pas de forme propre, sont déformables 

sans effort.  

 *Gaz Tout fluide aériforme (qui a les propriétés physiques de l'air (fluide gazeux qui forme 

l'atmosphère)). Un des trois états de la matière, caractérisé par la compressibilité et l'expansibilité.  

 *Liquide Qui coule ou qui tend à couler. Se dit d'un état de la matière présenté par les corps 

n'ayant pas de forme propre, mais dont le volume est invariable.  

   *Solide Qui a une forme propre.  

 

 Comment avec ces définitions trouver la frontière entre un solide plus ou moins mou et un liquide 

plus ou moins visqueux? Le sable est-il un solide ou un fluide? Certaines peintures ont un comportement de 

solide mais après brassage deviennent fluides. Le verre est un solide à notre échelle de temps, mais avec les 

siècles, on constate que c'est un liquide à très forte viscosité. Le yaourt peut être considéré comme un fluide à 

mémoire. Et encore nous ne dirons rien des Alliages à Mémoire de Forme (AMF). 
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 Comme on peut le constater, la détermination n'est pas simple et peut être fonction de nombreux 

paramètres (Pression, Température, Temps ...). En conséquence, on peut considérer que la démarche du 

mécanicien qui consiste à regrouper dans un seul enseignement l'étude mécanique de ces différents états de 

la matière est légitime, mais quelle risque de se heurter à de nombreuses difficultés. L'étude de ces différents 

comportements est appelée la Rhéologie.  

 

 Pour mener à bien une étude de mécanique, la notion de référentiel est essentielle. D'une part, afin de 

connaître les évolutions cinématiques d'un domaine matériel on devra lui associer un référentiel, et d'autre 

part le Principe Fondamental de la Mécanique s'appuie sur l'existence d'un repère privilégié appelé "Repère 

Galiléen".  

 

 Un repère est défini par la donnée d'une base vectorielle associée à une origine. Il est à noter qu'en 

aucun cas il n'est fait l'obligation d'une base orthonormée. Bien évidement, pour des questions de 

simplifications, nous essaierons toujours d'employer de telle base, mais nous pourrons aussi constater que 

suite aux déformations imposées à notre domaine, nous ne pourrons pas constamment conserver cette notion 

d'orthogonalité. Le mécanicien est ainsi tout naturellement guidé vers l'utilisation des notations tensorielles. 

A ce sujet, il est à noter que l'algèbre et l'analyse tensorielle professées en mathématique sont des 

enseignements directement issus de notions mécaniciennes. Le mot tenseur ne provient-il pas du mot tension 

? Ainsi on peut constater ce que la science mécanicienne a apporté à la connaissance des autres sciences. 

Cette remarque peut aussi bien s'adapter aux méthodes de résolutions numériques fortement issues de la 

méthode des éléments finis. 

 

 

Hypothèse de continuité 

 

 Nous allons orienter notre étude sur des domaines matériels continus subissant des transformations 

continues. Dans cette simple phrase on peut constater l'importance de l'hypothèse de continuité. De nouveau 

le Petit Larousse ne nous est que d'un faible secours (Continu :  non divisé dans son étendue, non interrompu 

dans sa durée).  

 

 

 Continuité du domaine matériel étudié.  

 

 Pour le physicien, la continuité du domaine sera traduite mathématiquement par le fait que les 

fonctions caractéristiques du domaine sont des fonctions continues au sens mathématique du terme. Ainsi, si 

on considère des grandeurs physiques telles que la masse volumique, la température, la pression, on doit 

pouvoir les représenter par des fonctions continues. Déjà, avec cette définition, on peut constater qu'il existe 

des limites à notre étude. Ainsi nous ne pourrons pas étudier un milieu diphasique, de même pour un 

mélange eau-huile. Toutefois, il sera possible de mener à bien de telles études en considérant n domaines 

continus. On conçoit que ceci ne nous mènera pas vers une simplification.  

 

 De plus il est à noter que la continuité parfaite d'un domaine matériel n'existe pas. Ainsi, sans aller à 

une définition atomique de la matière, les moyens d'investigation tels que les microscopes (électroniques ou 

non) montrent clairement que la matière est faite de juxtaposition d'éléments ne possédant pas les mêmes 

caractéristiques. De fait la continuité du domaine matériel ne pourra qu'être une approximation. Suivant le 
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degré de respect ou de non-respect de cette hypothèse, notre étude sera plus ou moins entachée d'erreur. Il 

faut noter que malgré tout, nous pourrons utiliser ce cours pour étudier des matériaux tels que le béton, le 

bois ... 

 

 Heureusement, il existe actuellement un processus dit d'homogénéisation qui permet de limiter les 

erreurs. Ainsi les matériaux plastiques chargés de fibre de verre pourront être traités dans le cadre de cette 

étude.  

 

 Continuité de la transformation.  

 

Comme nous le verrons ensuite, la 

transformation sera essentiellement 

caractérisée par la donnée d'un 

champ vectoriel appelé champ de 

déplacement. L'hypothèse de 

continuité de la transformation va se 

traduire par le fait que les fonctions 

scalaires du champ vectoriel doivent 

être des fonctions continues des 

variables d'espaces et de temps. De 

nouveau nous nous trouvons devant 

une limitation de notre étude. On 

peut facilement constater qu'il existe 

des transformations non continues. 

Ainsi les problèmes métallurgiques 

de dislocation, l'apparition du 

phénomène de cavitation dans les 

écoulements de domaine fluide et 

les fissurations font clairement apparaître des discontinuités de transformation. Ces cas particuliers pourront 

être traités en considérant la notion de continuité par sous-domaines.  

 

 

 

Rupture en mode IIIRupture en mode II
Rupture en mode I

 

Dislocation coin  
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Variables d'études 

Référentiels - Répères 

 

 L'étude d'un domaine matériel impose que l'on procède à sa description et à son repérage tout au long 

de son évolution au cours du temps. La notion de référentiel doit être développée pour préciser les 

évolutions.  

 Le référentiel R  est lié à l'observateur. Il représente l'ensemble des points animés du mouvement de 

corps rigide de l'observateur. Pour effectuer les repérages spatiaux des points matériels dans un référentiel R  

on utilise une base vectorielle associée à un point origine O. On obtient ainsi un repère R. Ce repère, animé 

du mouvement de corps rigide du référentiel R   permet de matérialiser ce référentiel.  

 

 Pour les besoins de l'étude, on peut être amené à effectuer des changements de repère. On réalisera 

ainsi la même transformation des coordonnées spatiales sur les composantes des êtres mathématiques 

(vecteur, tenseur ...) utilisés pour décrire le domaine. Il est à noter que l'on peut associer plusieurs repères à 

un même référentiel.  

 

 Parallèlement, on peut imaginer un changement d'observateur, ce qui va se traduire par un 

changement de référentiel. On peut se représenter une telle transformation en associant à chacun des 

référentiels un repère. Les deux repères étant choisis de telle sorte qu'ils soient coïncidant à un instant donné, 

on examine leur évolution au cours du temps.  

 

 Pour fixer les idées, prenons l'exemple 

d'un lopin cylindrique écrasé par une presse.  

 On peut penser faire des observations à 

partir du référentiel R associé au plateau "fixe" 

de la presse. La notion de fixe étant prise ici 

dans le sens de non-déplacement vis à vis du 

référentiel terrestre RT. Pour effectuer ces 

observations, on peut soit utiliser un repère 

cartésien orthonormé RC ),,;( 321 eeeO
CCC

, soit 

employer pour des raisons de symétrie 

cylindrique un repère cylindro-polaire 

orthonormé RP ( ; , , )O e e er z

CCC
q .  

 

 Mais il est tout à fait pensable que, par exemple pour étudier le contact pièce-plateau mobile, l'on 

veuille faire des observations à partir du référentiel R' associé au plateau mobile.  

 

 Avec cet exemple, on conçoit fort bien la notion d'objectivité, c'est à dire du caractère d'indépendance 

vis à vis de l'observateur choisi. On parle alors de phénomène intrinsèque vis à vis du changement de 

référentiel. Certaines grandeurs sont objectives (déformations, contraintes, masse volumique ...), d'autre ne le 

sont pas (vitesse, matrice de changement de base ...).  

 

 Enfin pour décrire la configuration d'un domaine matériel, il est possible de choisir parmi deux types 

de variables. 

R'

R

e

e
e

e

e

e=
3 z

1

2

r

q
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sans frottement

Contact avec
frottement élevéO
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Description Lagrangienne 

 

 Considérons un repère orthonormé R ( ; , , )O E E E
CC C
1 2 3  associé à un référentiel R  La cinématique 

classique d'un milieu continu est construite à partir des notions : 

 * de temps, pouvant être représentée par une variable réelle t déterminée par deux valeurs extrêmes.  

  * d'espace physique, pouvant être représenté par un espace affine de dimension 3. Les points de cet 

espace sont appelés "points matériels".  

 

  Dans le repère R, à un instant t =0, le point 0M  a des coordonnées X X X1 2 3, ,  qui définissent la 

position du point matériel M. On appelle aussi ce système de coordonnées le système de coordonnées 

matérielles dans la configuration de référence 0C . Nous pourrons ainsi écrire : 

  XEXEXEXEXOM ii

CCCCC
==++=

­

3322110  

  

Pour décrire le mouvement du domaine, il convient 

donc de se donner la loi d'évolution au cours du temps 

des positions de l'ensemble des particules matérielles 

constituant le domaine. On obtient donc la 

configuration actuelle tC . Ainsi il est nécessaire de 

définir les coordonnées 321 xxx ,,  du point tM  qui à 

l'instant t représente la position du point matériel M.  

  xExExExExOM iit

CCCCC
==++=

­

332211  

  

 

Ce qui revient à dire qu'il faut se donner les fonctions scalaires suivantes : 
  x X ti i J=F( , ) 

  

Dans cette description, les variables indépendantes X X X1 2 3, ,  et t sont dites "variables ou coordonnées de 

Lagrange".  

 Les fonctions Fi  représentent la description lagrangienne du mouvement de notre domaine par 

rapport au référentiel R .  

 

 Connaissant la position à chaque instant du point matériel M il est possible de définir alors sa vitesse 

et son accélération vis à vis du référentiel R

  

 vecteur vitesse : 

  ( )
dt

OMd
tMV t

­

=,    

 Dans une base cartésienne orthonormée, ses composantes sont  ),(),( tX
t

tX
dt

d
v J

i
J

i
i

µ

µF
=

F
= . 

 Dans cette dernière formule, le symbole 
µ

µt
 représente la dérivation partielle par rapport au temps, 

c'est à dire la dérivation en considérant les variables de position X J  indépendantes du temps.  

 

  

 

O 

M 

M 

X 

x 

1 

0 

2 

3 

E 

E 

E 

 t 

X 

x 
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 vecteur accélération :  

  ( )
( )

2

2
,

,
dt

OMd

dt

tMVd
tM t

­

==g  

 Dans une base cartésienne orthonormée, ses composantes sont ),(),(
2

22

tX
t

tX
dt

d
J

i
J

i
i

µ

µ
g

F
=

F
=  

 

  

 vecteur déplacement : 

  

  Souvent on préfère employer le 

vecteur déplacement au lieu du vecteur position : 

  XxOMOMtXu tJ

CC
-=-=

­­

0),(  

 On peut alors remarquer l'égalité : 

  ),(),(),( tX
dt

ud
tX

t

u
tMV JJ

CC
==

µ

µ
 

),(),(),(
2

2

2

2

tX
dt

ud
tX

t

u
tM JJ

CC
==

µ

µ
g  

 

Description Eulérienne 

 

 Les hypothèses de continuité (milieu et transformation) imposent que les fonctions Fi soient des 

bijections de la configuration de référence C0 sur la configuration actuelle Ct. Cette bijectivité impose 

l'existence d'une relation inverse entre les variables de position de référence et les variables de position 

actuelle. On a donc : 
  X x tI I j=y ( , )   

 On constate donc qu'il est possible de changer de variables spatiales. La description dite eulérienne 

consiste à considérer les variables 321 xxx ,,  et t comme indépendantes et à les utiliser sous forme de 

"variables ou coordonnées d'Euler".  

 Dans la description eulérienne, on ne se préoccupe pas de savoir ce qu'il advient de chaque particule. 

En fait on étudie ce qui se passe, à chaque instant, en chaque point de l'espace.  

 On peut exprimer la vitesse et l'accélération en fonction des variables d'Euler : 

 

 vecteur vitesse : 

  ( )
dt

OMd
tMV t

­

=,   avec  ( )ttx
t

tX
t

v kJ

i

J

i

i ),,(),( y
µ

µ

µ

µ F
=

F
=  

 

 vecteur accélération : 

  ( )
2

2

,
dt

OMd
tM t

­

=g  avec  ( )ttx
t

tX
t

kJ

i

J

i

i ),,(),(
2

2

2

2

y
µ

µ

µ

µ
g

F
=

F
=  

 

 Pratiquement, on peut dire qu'en description lagrangienne, on suit le domaine dans son mouvement, 

alors qu'en description eulérienne, on observe l'évolution du système en un point géométrique fixe pour 

l'observateur.  

 

u

M

M  t

0
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Dérivation temporelle 

  

 Souvent nous aurons à considérer les variations d'une grandeur physique, que nous noterons A , au 

cours du temps. Cette grandeur peut être une fonction scalaire, vectorielle ou tensorielle. Nous avons donc : 

  ),( txiaA=  pour une détermination vis à vis des variables eulériennes 

  ),( tXiAA=  pour une détermination vis à vis des variables lagrangiennes. 

 

On peut au niveau de cette grandeur, s'intéresser à deux types de variation. 

  

 Ainsi, si nous considérons un point géométrique de l'espace, la grandeur A  étant définie en ce point, 

nous pourrons exprimer les variations en utilisant la dérivée partielle par rapport au temps. On appelle 

parfois cette dérivée "dérivée locale". En variables eulériennes nous pouvons écrire : 

  ),(
tt

txi
µ

µ

µ

µ aA
=  

 Cependant, les grandeurs utilisées sont souvent attachées à un domaine matériel (température, masse 

volumique, vitesse ...). Il convient de considérer aussi la variation de ce domaine matériel au cours du temps. 

Pour ce faire on utilise la dérivée totale par rapport au temps, appelée "dérivée particulaire" (du fait que c'est 

une particule que l'on suit dans son mouvement).  

 En représentation lagrangienne, puisque les grandeurs physiques sont repérées vis à vis de l'élément 

de matière, il y a identification entre la dérivée particulaire et la dérivée locale : 

  
A

A
AAA

=== ),(),( tX
t

tX
dt

d

dt

d
II

µ

µ
 

 Par contre, pour la représentation eulérienne, le calcul de la dérivée particulaire nécessite de prendre 

en compte la variation du domaine délimité par des variables xi  qui sont fonctions du temps : 

  
tx

tx
t

tx
dt

d

dt

d i

i

ii
µ

µ

µ

µ

µ

µ F
+===

aaaA
A ),(),(
A

  

 Dans cette formule on remarque la présence de 
t

i

µ

µF
qui est la ième composante du vecteur vitesse. 

D'autre part le terme 
ixµ

µa
peut aussi être interprété comme la composante de l'opérateur gradient appliqué à 

la grandeur A  On peut donc écrire, sous une forme générale : 

  ),(.),(),( txVtxtx
t

iii

CA

aa
gradA +=

µ

µ
 

 

 

 Exemple d'application : calcul de l'accélération en représentation Eulérienne.  

 

  La formule précédente donne la relation suivante : 

   VV
t

V

dt

Vd CC
CC

C
.grad+==

µ

µ
g  

 Soit sous forme développée, dans un repère cartésien orthonormé : 

    g
µ

µ

µ

µ

µ

µ
i

i i i

i

idV

dt

V

t

V

x t
= = +

F
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 Imaginons par exemple que l'on soit dans un véhicule automobile un vendredi soir de départ en 

vacance à l'entrée du tunnel sous Fourvière de Lyon. Connaissant depuis longue date le problème du 

bouchon, nous avons pris la précaution de ne pas partir trop tôt. Toutefois à l'approche du tunnel, nous 

constatons un ralentissement. Notre vitesse diminue et à bord de notre véhicule nous enregistrons une 

décélération (accélération négative). Par contre déception pour le badaud qui s'amuse à regarder circuler les 

voitures assis sur le bord de la route depuis une paire d'heure. En effet, comme le bouchon est en train de 

sauter, la vitesse des véhicules passant en un point précis de la route est en constante augmentation. Suite à 

ce phénomène d'accélération (positive), il n'y aura bientôt plus rien à voir.  

 

 La première accélération (la négative) est celle d'une particule que l'on suit dans son mouvement. En 

variable de Lagrange, c'est la dérivée particulaire. Pour la seconde accélération (positive), on observe le 

mouvement en un point fixe de l'espace et on ne considère que les variations de vitesse dues au temps : c'est 

la dérivée locale. 
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Déformations d'un milieu continu 

Tenseur Gradient 

 Il convient de bien différencier la notion de déplacement de la notion de déformation. Ainsi que nous 

avons déjà pu le constater en faisant l'étude mécanique des solides dits indéformables, il existe des champs 

vectoriels de déplacement qui ne créent aucune déformation.  

  

 Autant il est facile de définir le champ vectoriel des déplacements, autant la notion de déformation est 

délicate à bien cerner. Ainsi que nous allons le voir nous ne pourrons pas parler d'une déformation, mais de 

scalaire déformation, de vecteur déformation et de tenseur d'ordre 2 des déformations. Il convient donc de 

bien faire attention à toutes ces entités.  

 

 Pour matérialiser la déformation, on étudie la transformation d'un vecteur "matériel", c'est à dire d'un 

vecteur ayant origine et extrémité confondus avec des points matériels. Toutefois on conçoit bien que l'état 

de déformation n'étant généralement pas homogène dans la matière, il faille utiliser des points matériels 

infiniment voisins afin de bien caractériser la déformation au voisinage d'un élément matériel.  

 

 Nous sommes ainsi amenés à considérer la transformation suivante : 

   xdXd
CC

­    

 D'autre part, nous avons les relations suivantes : 

 ),( tXx Jii F=   ),( txX jII y=  

 Par abus de langage, et pour rester dans la tradition, 

nous écrirons : 

 ),( tXxx Jii=   ),( txXX jII=  

  

 Sous forme différentielle nous obtenons : 

 J

J

i
i dX

X

x
xd
µ

µ
=      et    

 

 Ces relations nous permettent de mettre en évidence les composantes d'un tenseur définies par : 

   JiJi dXFxd =   avec 
J

i
iJ

X

x
F
µ

µ
=  

 On peut donc écrire : 

   Xdxd
CG

F=  

 Ce qui implique : 

   xdXd
CC

1-=F  

 

Le tenseur F qui apparaît est appelé "tenseur gradient" ou encore "application linéaire tangente". 

 

Il permet de caractériser les différentes transformations.  

 

dX 

dx 

x 

X 
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 Les composantes de ce tenseur peuvent être calculées à partir du champ de déplacement en 

différenciant la relation suivante : 

  XxOMOMtXu tJ

CCC
-=-=

­­

0),(   

 On a donc : 
J

i
iJ

j

i
iJ

X

u

X

x
F

µ

µ
d

µ

µ
+==                U

C
GradȽF +=            XdUXdXdXdxd

CCCCCC
GradF =-=-  

 

Exemple dans le cas d'une déformation homogène triaxiale 

 

 Les équations de la transformation sont 

les suivantes : 

  

î
í

î
ì

ë

=

=

=

333

222

111

Xx

Xx

Xx

l

l

l

 

 On peut donc définir le tenseur gradient 

: 

  
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ

ç

å

=

3

2

1

00

00

00

l

l

l

F  

 On a alors pour la variation d'un volume infinitésimal unitaire : 

  03210 1 dvdvdv lll=Ý=  

 Cette expression est le cas particulier d'une formule plus générale : 

  0dvJdv=  avec    Fdet
),,(

),,(

321

321 ==
XXXD

xxxD
J  

 

 

Etude tridimensionnelle des déformations 

 

 D'après l'étude précédente, on serait tenté de croire que le tenseur F  est suffisant pour représenter 

l'état de déformation d'un domaine matériel. En effet il permet de bien faire apparaître les différences entre 

les deux vecteurs dX
C

 et dx
C
. Il semble même que la différence entre ces deux vecteurs soit à associer 

directement au champ de déplacement. En effet nous avons : 

 

  XdUXdXdXdxd
CCCCCC

GradF =-=-  

 

 On pourrait alors conclure que le tenseur gradient du champ de déplacement est le tenseur qui suffit à 

caractériser les déformations d'un domaine matériel. Cette conclusion est erronée, car il existe des cas de 

déplacement d'un domaine matériel qui respectent la notion de solides indéformables alors que le tenseur 

gradient du champ de déplacement est non nul. On peut par exemple imaginer le phénomène de rotation 

autour d'un axe. Il faut donc définir proprement un état de déformation.  

 

 Pour caractériser les déformations d'un domaine matériel, il faut en fait considérer les variations entre 

deux configurations de la distance existante initialement entre deux points matériels arbitraires. Hélas cette 

notion de distance n'est pas simple à mettre en îuvre et on pr®f¯re consid®rer les variations de deux vecteurs 

"matériels". Mathématiquement, cela revient à examiner les variations du produit scalaire de ces deux 

X

X

X

x

x

x

2

3

1

3

2

1
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vecteurs. Un produit scalaire invariant quels que soient les deux vecteurs considérés est équivalent à une 

déformation nulle du milieu (pas de variation de longueur, pas de variation d'angle). On aura alors défini les 

changements de formes.  

 

 Imaginons deux vecteurs "matériels" Xd
C

et 'Xd
C

. Après transformation, nous obtenons les vecteurs 

xd
C

 et 'xd
C

.   

Nous avons les relations : 

  Xdxd
CC

F=  '' Xdxd
CC

F=  

 Ce qui nous donne : 

  ( ) '.'. XdXdxdxd
TT
CCCC

FF=  

( ) ( ) '''. XdXdXdXdxdxd
TTTT

CCCCCC
CFF =Ã=  

 En utilisant les notations indicielles et en 

omettane par abus de notation le signe de 

transposition, nous obtenons : 

 

 )')((''. KiKJiJii dXFdXFdxdxxdxd ==
CC

 

  )'()('. KJiKiJ dXdXFFxdxd =
CC

 

  ''. KJJK dXdXCxdxd =
CC

 

 

 La déformation locale est alors définie par le tenseur C   

  iK

T

JiiKiJJK FFFFC ==  

  

 On a ainsi: 

  ''. XdXdxdxd
CCCC

C=  avec FFC Ã= T  

  

 Dans cette relation C  est un tenseur symétrique d'ordre deux (représentable par une matrice 3*3) 

appelé tenseur des dilatations ou tenseur de Cauchy-Green droit.  

 

C'est un tenseur lagrangien car ses deux références sont faites vis à vis de la configuration de 

référence 0C . Ce tenseur peut être défini à partir du tenseur gradient du champ de déplacement : 

  )()( UU TT
CC

GradIGradIFFC +Ã+=Ã=  

  UUUU TT
CCCC

GradGradGradGradIC Ã+++= )()(  

 

 La variation de notre produit scalaire devient alors : 

  ')(''. XdXdXdXdxdxd
CCCCCC

IC-=-  

 Soit encore : 

  [ ] ')()(''. XdUUUUXdXdXdxdxd TT
CCCCCCCCCC

GradGradGradGrad Ã++=-  

  '2''. XdXdXdXdxdxd
CCCCCC

E=-  

 Nous obtenons ainsi un nouveau tenseur : 

 

  [ ]UUUU TT
CCCC

GradGradGradGradE Ã++= )()(
2

1
 

 

dX

dX'

dx'

dx

u
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 Ce tenseur est le tenseur des déformations de Green-Lagrange.  

 

C'est aussi un tenseur symétrique. On peut remarquer qu'il est identiquement nul dans un mouvement 

de corps solide ( )IC= . Ses composantes sont : 

  ( ) ö
ö
÷

õ
æ
æ
ç

å
++=-=

J

K

I

K

I

J

J

I
IJkJkIIJ

X

u

X

u

X

u

X

u
FFE

µ

µ

µ

µ

µ

µ

µ

µ
d

2

1

2

1
 

 

 On dira que la déformation du système est homogène si le tenseur des déformations E  ne dépend pas 

des coordonnées spatiales de référence XI . 

 

Remarque 

 De la même façon que l'on définit le produit scalaire '.dxdx  à partir du produit scalaire 'XdXd
CC

, on 

peut, de manière tout à fait symétrique, définir le produit scalaire 'XdXd
CC

 à partir du produit scalaire 

'.dxdx .On aura alors les relations suivantes : 

  ''. 1 xdxdXdXd
CCCC

-= B  avec TFFB Ã= : Tenseur de Cauchy-Green gauche. 

  '2'.'. xdxdXdXdxdxd
CCCCCC

A=-  

  ( )1
2

1 --= BIA   Tenseur des déformations d'Euler-Almansi. 

 

 Le tenseur des déformations d'Euler-Almansi et le tenseur de Cauchy Green gauche sont des tenseurs 

eulériens, symétriques. 

 

 D'autre part, il est possible de démontrer la relation suivante : 

  11)( -- ÃÃ= FEFA
T  

 Soit en composantes : 

  KLLjKiij EFFA 11 --=  

 

 

Interprétation des résultats 

 

 Variation de longueur : 

  Prenons un vecteur "matériel" de longueur initiale dX  orienté selon une direction unitaire 
C
N  

au voisinage d'un point 0M . Nous pouvons écrire : 

  NdXdX
C

=  

 La transformation nous donne alors : 

  ndxdx
C

=  

 Il est noter que le vecteur obtenu non seulement n'a pas la même longueur que le vecteur initial, mais 

qu'en plus il ne garde pas la même orientation.  

  

On peut alors définir l'allongement (ou la dilatation linéaire)  au point 0M  dans la direction 
C
N  

( )
dX

dXdx
NM

-
=
C

;0e  

 

 C'est en fait la variation relative de longueur de notre segment initial.  
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A partir des tenseurs précédents, nous pouvons écrire : 

( )NNdXXdXddxxdxd CC 22. ===
CCCC

 

 

  ( ) 1)2(1;0 -+=-=
-

= NNNN
dX

dXdx
NM

CCCCC
EICe  

 

 En effet nous avons la relation : 

  ( ) ( ) ( )dXNNdXdXCxdxddx JIIJ
2

1
2

1
2

1 CCCC
C===  

 Ainsi, dans le cas particulier de la direction 
C
E1, on obtient : 

  ( ) 12111; 11111110 -+=-=-= ECEEEM
CCC

Ce  

 

 

 

 De même, on peut définir le glissement (ou la distorsion angulaire) au point 0M  dans les directions 

initialement perpendiculaires N
C

 et M
C

: 

    ( ) ),(,;
L

-= mnMNM
CCCC

2
0

p
g  

 

 Cette entité correspond à la 

variation d'un angle choisi initialement 

droit. Pour la calculer, on utilise les 

propriétés du produit scalaire entre deux 

vecteurs, qui dans la géométrie 

euclidienne fait apparaître le cosinus de 

l'angle formé entre ces deux vecteurs. On 

a ainsi : 

 gsin
'

'
)',cos( ==

dxdx

xdxd
xdxd

CC
CC

 

  

 D'où : 

  ( )
( )( )ö

ö
÷

õ
ææ
ç

å

++
=
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
=

)(1)(1

2
sinsin,;0

MN

MN
Arc

MMNN

MN
ArcMNM CC

CC

CCCC

CC
CC

ee
g

E

CC

C
 

 

 Par exemple, pour les deux directions orthogonales 
C
E1et 

C
E2, on aura : 

  ( )
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å

++
=
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
=

2211

12

2211

12

21
2121

2
sinsin,

EE

E
Arc

CC

C
ArcEE

CC
g  

  

Enfin, il est possible d'obtenir la dilatation volumique ou variation relative de volume : 

q=
-dv dV

dV
 

 

 

dX

dX'

dx

dx' (N,M)g
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Base principale 

 

 Comme le tenseur de Green Lagrange C  est un tenseur symétrique, sa représentation matricielle est 

symétrique dans tout repère. On a en fait affaire à une application bilinéaire symétrique. Il existe alors une 

base de vecteurs ( )IIIIII EEE
CCC

,,  dans laquelle la représentation matricielle de l'application est une matrice 

diagonale. On dit que l'on a la base propre ou base principale. 

 

 Les vecteurs de cette base sont appelés les vecteurs propres de l'application. En mécanique, nous 

parlerons plus facilement de directions principales.  

  

 Donc dans cette base, nous avons : 

  

()iIII

II

I

EC

C

C

ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ

ç

å

=

00

00

00

C   

 Un volume élémentaire construit selon ces 

directions et de cotés IIIIII dXdXdX ,,  est transformé en un 

volume parallélépipèdique (pas de glissement) de cotés 

IIIIII dxdxdx ,, . On peut alors calculer la variation relative 

de volume : 

  
dV

dVdv-
=q  

 

 On a d'autre part les relations :  

 IIIIII dXdXdXdV=  et IIIIII dxdxdxdv=  

 

 Avec par exemple :  

III dXCdx =  

 

 On obtient donc : 

  dVCCCdXCdXCdXCdv IIIIIIIIIIIIIIIIII ==  

  dVdv )det(C=  

 

 On fait ainsi apparaître le jacobien de la transformation :  

dV

dv
J=  

 

 Ce qui nous donne pour la variation relative de volume : 

  1-=Jq  

 

Tenseur des déformations linéarisé 

   

 Comme nous venons de le voir, la caractérisation de l'état de déformation d'un domaine matériel 

passe par la détermination de tenseurs plus ou moins compliqués. Quel que soit le choix fait au niveau des 

tenseurs, on constate une non-linéarité provenant essentiellement des termes du type 

FFGradGrad Ã=Ã TT UU
CC

)( .  Cette non-linéarité de l'état de déformation par rapport au champ de 

déplacement complique sérieusement les calculs.  
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 Cependant, dans de nombreux cas, on pourra linéariser l'état de déformation en faisant l'hypothèse 

des transformations infinitésimales.  Cette hypothèse, encore dénommée hypothèse des petites perturbations, 

se décompose en deux idées : 

  * Le déplacement  de chacun des points du domaine matériel est petit. On pourra ainsi 

confondre l'état actuel avec l'état de référence.  

  * Le tenseur gradient de déplacement ne contient que des termes négligeables devant l'unité. 

 

 Avec ces hypothèses, les différents tenseurs déformations deviennent : 

[ ][ ] UUUU TTT
CCCC

GradGradIGradIGradIFFC ++=+Ã+=Ã= )()(  Cauchy-Green droit 

[ ]UU T
CC

GradGradICE +=-= )(
2

1
)(

2

1
     Green-Lagrange 

[ ][ ] CGradGradIGradIGradIFFB =++=+Ã+=Ã= UUUU TTT
CCCC

)()(  Cauchy-Green gauche 

[ ]EGradGradBIA =+=-= - TUU )(
2

1
)(

2

1 1
CC

     Euler-Almansi 

  

 On remarque donc qu'il y a une identification entre les descriptions lagrangienne et eulérienne.  

 Ainsi que nous l'avons déjà constaté, ce sont les tenseurs de déformation de Green-Lagrange et 

d'Euler-Almansi qui, plus que les tenseurs de déformation de Cauchy-Green, représente l'état de déformation 

en un point. En effet dans un déplacement de corps solide indéformable, les tenseurs de déformation de 

Green-Lagrange et d'Euler-Almansi sont nuls, alors que les  tenseurs de déformation de Cauchy-Green sont 

confondus avec le tenseur identité.  

  

 On convient de dire que, dans le cas de petites perturbations, l'état de déformation est représenté par 

le tenseur des déformations linéarisé e défini par : 

  [ ] AEGradGrad ==+= TUU )(
2

1 CC
e  

 Ce qui nous donne pour les coordonnées cartésiennes :  

ij

i

j

j

i

I

J

J

I
IJ

x

u

x

u

X

u

X

u
e

µ

µ

µ

µ

µ

µ

µ

µ
e =

ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
+=öö

÷

õ
ææ
ç

å
+=

2

1

2

1
 

 Ce nouveau tenseur  est en fait la partie symétrique du tenseur gradient. Pour traiter de nombreuses 

applications, il peut être fait l'usage de la partie antisymétrique w du tenseur gradient. Les relations sont les 

suivantes : 

  

[ ]

[ ]

we

we

w

e

-=

+=

-=

+=

T

T

T

U

U

UU

UU

)(

)(
2

1

)(
2

1

C

C

CC

CC

Grad

Grad

GradGrad

GradGrad

 

 

 Lôemploi du tenseur  des d®formationse en lieu et place du tenseur de Green Lagrange E  ou du 

tenseur dôEuler Almansi A  est une simplification importante car on obtient une linéarisation des 

d®formations vis ¨ vis du champ de d®placement. En effet si lôon consid¯re deux champs de d®placement aU
C

 

et bU
C

, on peut écrire : 
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  [ ] baba UUUU GradGradGrad mlml +=+  

 On en déduit alors la relation :  

[ ] [ ] [ ]baba UUUU emelmle +=+  

 

Interprétation géométrique 

 

 Avec ce qui précède nous pouvons écrire : 

  
XdXdXdxd

XdUXdXdXdxd
CCCC

CCCCCC

we +=-

=-=- gradF
 

 

 Supposons que Xd
C

 représente, dans la configuration initiale, deux points 0M  et 0'M . Le vecteur xd
C

 

représentera alors, dans la configuration actuelle les deux points tM  et tM ' , transformés des deux points 

initiaux dans le champ de déplacement.  

On a alors les relations suivantes : 

  ( ) ( )

tttt

tt

tt

MMMMMMMM

MMMUMMMU

MMxdMMXd

0000

0000

00

-=-

==

==

''''

'''

''
CC

 

  

Ce qui nous permet dô®crire : 

  ( ) ( ) XdXdMUMU
CC

ew ++= 00'  

 De plus, on peut montrer quô¨ un tenseur antisym®trique 

du second ordre, il est possible dôassocier un vecteur de tel sorte 

que lôon puisse remplacer le produit tensoriel par un produit 

vectoriel : 

  XdXd
CCC

Ø=ww  

 

 Ainsi , au voisinage du point 0M , le champ de 

déplacement se présente sous la forme suivante : 

 

  ( ) ( ) XdXdMUMU
CCC

ew +Ø+= 00'  

 

 On peut reconna´tre les composantes dôun champ de d®placement de solide ind®formable avec une 

translation ( )0MU  et une rotation Xd
CC

Øw . Le reste représente donc la déformation du solide. Côest 

pourquoi le tenseur e est appelé tenseur de déformation. 

 

Remarques  

 Il existe malheureusement des cas d'études qui ne respectent pas l'hypothèse de petites perturbations.  

 

 On trouve en particulier le non-respect de cette hypothèse simplificatrice dans des opérations de mise 

en forme imposant à la fois de grands déplacements et de grandes déformations. Mais on peut aussi trouver 

des applications qui ne respectent pas que l'une des conditions. Ainsi, en robotique, on est souvent confronté 

à des problèmes de grands déplacements, mais dans chacun des éléments, on peut considérer que les 

déformations sont très faibles.  

M0 Mô0 

Mt 

Môt 

( )0MU  ( )0MU  

dXØw  

dXe  
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 Ces hypothèses sont d'une réelle 

importance pour la simplification des calculs. 

Prenons par exemple le cas d'une poutre 

console encastrée en une section extrémité, 

libre à l'autre extrémité et supportant une 

charge uniformément répartie.  

 Déjà la définition rigoureuse de la 

charge pose un problème. Cette charge 

conserve-t-elle une direction constante qu'elle 

que soit la déformée de la poutre (cas de 

l'attraction gravitationnelle), ou bien cette 

charge est-elle suiveuse, c'est-à-dire, 

conserve-t-elle une direction fixe vis à vis de 

l'élément de poutre sur lequel est s'applique 

(cas d'une pression) ?  

 

 

 La réponse à cette question étant trouvée, si on 

veut déterminer la déformée de notre poutre en utilisant 

la théorie classique des poutres, il convient de bien 

réaliser que, si cette déformée est grande, on a vite affaire 

à une poutre courbe. En conséquence la formule 

classique 
2

2

M
dx

yd
IE Gzfz= devra être délaissée au profit de 

la formule suivante qui fait apparaître le rayon de 

courbure de notre poutre initialement droite : 

   

3

2

2

2

1

M

ö
÷

õ
æ
ç

å
+

==

dx

yd

dx

yd

IE
R

IE
Gz

Gz

fz   

 Bien entendu les problèmes d'intégration sont accrus. De plus le calcul du moment de flexion pose 

tout de suite plus de difficult®s. En effet suivant que lôon prenne en compte ou non la rotation des sections, 

on constate quôil y a une diff®rence dans lô®valuation du bras de levier. 

  

  

Etude des petites perturbations 

 

 A partir des hypothèses simplificatrices, on peut s'intéresser à l'étude des allongements et des 

glissements au voisinage d'un point matériel.  

 Du fait des relations existantes entre les différents tenseurs, et en ayant remarqué que de nombreux 

termes sont négligeables devant l'unité, nous pouvons écrire : 

 

 ( ) 111111111 12111; ee º-+=-=-= ECEEEM
CCC

C  Pour l'allongement dans la direction 
C
E1 

( ) 12

2211

12
21 2

2121

2
sin,; eg º

ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å

++
=

EE

E
ArcEEM

CC
 Pour le glissement dans les directions 

C
E1 et 

C
E2 
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 On peut donc donner une nouvelle détermination du tenseur des déformations linéarisé : 

  ()

()iE

E
EEEE

EE
E

EE

EEEE
E

C
C

CCCC

CC
C

CC

CCCC
C

ö
ö
ö
ö
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ

ç

å

=

)(
2

),(

2

),(
2

),(
)(

2

),(
2

),(

2

),(
)(

MŮ

3
3231

32
2

21

3121
1

e
gg

g
e

g

gg
e

 

 

 Dôune fa­on plus g®n®rale, si on consid¯re deux vecteurs unitaires orthogonaux 

( )0.;1 === baba
CCCC

, on peut écrire : 

 

 ( ) aaaaaM ee ==
CCC
Ů;  dilatation linéaire dans la direction a

C
 

 ( ) abbabaM eg 22,; ==
CCCC
Ů  distorsion angulaire de lôangle droit form® entre les directions a

C
 et b
C

 

Dôune manière générale, on définira le vecteur déformation pure au point M dans la direction unitaire a  par 

la relation :  

  ( ) ( )aMaMDp e=;  

 

 On peut aussi remarquer que, du fait de la symétrie du tenseur de déformation, on a : 

  ( ) abbabaM ab

CCCCCC
Ů22Ů2,; === eg  

  

 En ce qui concerne la variation relative de volume, on obtient : 

  Udiv
X

u
trJ

dV

dVdv

I

I
C

==º-=
-

=
µ

µ
q Ů1  

 

Directions principales ; déformations principales 

 

 La matrice représentant l'état de déformation linéarisé étant une matrice réelle symétrique, on peut 

définir ses directions principales (vecteurs propres) et les valeurs des déformations principales (valeurs 

propres). Du fait de la forte dépendance entre le tenseur des déformations de Green Lagrange et le tenseur 

des déformations linéarisé, il y a identification totale entre les vecteurs propres des matrices associées à ces 

deux tenseurs.  

Pour le tenseur Ů, les relations sont les suivantes : 

  III NN e=.Ů  

 

 Avec comme représentation dans la base principale : 

 

  

( )IIII

II

I

Nö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ

ç

å

=

e

e

e

00

00

00

Ů  

  

 Comme le tenseur des déformations linéarisé est symétrique, si les trois déformations principales sont 

différentes, il existe trois directions principales orthogonales deux à deux.   
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Si deux déformations principales sont distinctes, il y a alors une direction principale associée à la 

troisième déformation principale. Toute direction orthogonale à cette direction principale est principale. Si 

les trois directions principales sont identiques, toute direction est principale. On dit alors que le tenseur est 

sphérique.  

 

 La détermination des valeurs des directions principales de déformation conduit aussi à la 

détermination de trois invariants scalaires du tenseur. En effet, comme pour tout tenseur  du second ordreT , 

le calcul des valeurs propres passe par l'annulation du polynôme caractéristique T ( )l. Ce polynôme est 

obtenu par le déterminant de  ) -( IT l .  

 

On a donc : 

  IIIIII TTT +-+= lllll 23

T -=) -(det)(P IT  

  

 Les termes T T TI II III, ,  représentant les invariants fondamentaux du tenseur T  : 

  ( )( )
î
í

î
ì

ë

=

-=

=

T

TT

T

det
2

1 22

III

II

I

T

trtrT

trT

 

 

 Etat déviatorique : 

 Pour un tenseur du second ordre quelconque, il est toujours possible de le décomposer sous forme 

dôune somme de deux tenseurs de tel sorte que lôun soit sph®rique et que lôautre ait une trace nulle. Les 

formules sont les suivantes : 

 

  STDIITSDST -===+= 3/3/)( iiTtr  

 Dans le cas du tenseur de déformation, le tenseur sphérique associé change le volume sans changer la 

forme alors que le tenseur déviateur change la forme à volume constant (la trace est nulle donc pas de 

variation relative de volume).  

e 

D  

S  

S  D  
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IIN

IN

IIIN

()nA
C

 

Représentations graphiques 

 

 La notion de tenseur étant relativement délicate à appréhender, on recherche souvent des solutions 

plus parlantes pour repr®senter un ®tat tensoriel. Il existe, pour des tenseurs de second ordre dôun espace 

vectoriel de dimension trois, des représentations graphiques, soit tridemensionnelle, soit plane, qui 

permettent de tirer quelques enseignements.  

 Imaginons que lôon connaisse un tenseur symétrique, à coefficients réels,T  par ses composantes dans 

la base principale : 

  

( )iIII

II

I

NT

T

T

ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ

ç

å

=

00

00

00

T  

 Considérons un vecteur unitaire quelconque : ii Nnn=
C

 

 On peut alors calculer le vecteur obtenu dans la direction n
C

 : 

  nnA
CC

T=)(  

 Dans la base principale, les composantes de ce vecteur sont :  

  () ii NAnA =
C

 avec 

î
í

î
ì

ë

=

=

=

33

22

11

nTA

nTA

nTA

III

II

I

 

 Dôautre part, comme le vecteur n
C

 est unitaire nous avons :  

  
2

2

3

2

2

2

2

2

12

3

2

2

2

1 1
IIIIII T

A

T

A

T

A
nnn ++==++  

 

 Nous constatons ainsi que les composantes du vecteur A
C

 peuvent très bien représenter les 

coordonn®es dôun point A dans lôespace des vecteurs propres. Avec lô®quation pr®c®dente, on peut dire que le 

lieu d®crit dans lôespace des vecteurs propres est un ellipsoµde, appel® ellipsoïde de Lamé. 

 Cette première 

représentation graphique 

tridimensionnelle permet de 

constater que les valeurs 

propres représentent les valeurs 

extrêmales de lô®tat tensoriel. 

  

 Ainsi dans le cas du 

tenseur de déformation, la plus 

grande dilatation linéaire et la 

plus petite en un point sont 

données par deux des 

déformations principales Ie, 

IIe  et IIIe .  
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 Par contre cette repr®sentation de lô®tat tensoriel pr®sente lôinconv®nient dô°tre tridimensionnelle et 

donc peu ais®e ¨ dessiner. Il est possible dôobtenir une représentation plane en considérant le plan formé par 

les deux vecteurs n
C

 et ()nA
C

. Ce plan présente généralement une intersection avec le plan orthogonal au 

vecteur n
C

. On désigne par N  la projection du vecteur ()nA
C

 sur le vecteur n
C

, par T
C

 le vecteur obtenu par 

projection du vecteur n
C

 sur son plan orthogonal.  

 

On a, avec des notations évidentes : 

 
()( )
()îí

î
ì
ë

=ØØ=

==

tTnnAnT

nNnnAnN
CCCCC

CCCGC
.

   

avec N
C

 vecteur normal et T
C

 vecteur tangent, t étant le 

vecteur unitaire associé.  

 

 

 Supposons que le vecteur n
C

 appartienne au plan principal formé par les vecteurs ( )III NN , , et quôil 

présente un angle a avec la direction principale IN . On peut donc écrire :  

  III NNn aa sincos +=
C

 et  () tanaNANAnA tnIII

CCC
+=+= 21  

 

 Avec les formules de changement de base, il est facile de d®montrer que lôon a : 

  
î
í

î
ì

ë

-
-

=-=

-
-

+
+

=+=

)sin(sincos)(

)cos(sincos

aaa

aaa

2
2

2
22

22

III
IIIt

IIIIII
IIIn

TT
TTa

TTTT
TTa

  

 

 On constate donc que dans le plan vectoriel ( )tn
CC

, , lorsque lôangle varie,  lôextr®mit® du vecteur ()nA
C

 

parcourt un cercle dont le centre a ö
÷

õ
æ
ç

å +
0

2
;III TT

pour coordonnées. Le rayon du cercle est os. Le point 

extr®mit® d®crit le cercle en sens inverse et du double de lôangle de position a. Le cercle ainsi obtenu est 

appelé cercle de Mohr dans le plan principal ( )III NN , . On con­oit ais®ment quôil soit ainsi possible de 

construire trois cercles. La figure obtenue montre ainsi le 

tricercle de Mohr de lô®tat tensoriel.  

 A partir de la représentation de Lamé, on peut 

déduire que pour une direction unitaire quelconque, 

lôextr®mit® du vecteur ()nA
C

 doit se trouver à lôint®rieur du 

tricercle. Les valeurs propres formant le diamètre de plus 

grand des cercles de Mohr sont les valeurs extrémales du 

vecteur normal. Leur différence constitue la plus grande 

valeur du vecteur tangent.  

t  

()nA  

n
C

 T
N
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Conditions de compatibilité 

 

 Ainsi que nous lôavons constat®, les diff®rents tenseurs d®formations sont issus de la donn®e dôun 

champ vectoriel, le champ de déplacement. Les relations permettent sans ambigüité de calculer, dans un 

repère quelconque, les composantes de chacun de ces tenseurs d¯s lors que lôon conna´t les composantes du 

vecteur déplacement.  

 

 Par contre la d®marche inverse nôest pas imm®diate. On con­oit en effet quôil soit d®licat de 

« remonter è ¨ un champ de d®placement ¨ partir de la connaissance dôun tenseur d®formation.  

 

 Nous allons raisonner sur la forme linéarisée des déformations, donc à partir du tenseur de 

déformation Ů. Ce tenseur, symétrique est déterminé par 6 composantes. Il est clair que des relations doivent 

exister entre ces six composantes si le tenseur repr®sente un ®tat de d®formation obtenu ¨ parti dôun champ 

vectoriel ayant trois composantes.  

 

 Ces relations sôappelle les conditions de compatibilité et elles ne sont en fait que les conditions 

dôint®grabilit® au sens de Cauchy pour un syst¯me dô®quations diff®rentielles.  

 

 Dans un système de coordonnées cartésiennes nous avons les relations suivantes : 
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 Nous pouvons écrire : 
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 Nous venons ainsi de montrer que nous sommes capables de calculer les composantes du vecteur 

gradient de ijw. Toutefois nous obtiendrons effectivement un  vecteur gradient si le rotationnel est nul, côest 

à dire si nous pouvons vérifier les relations suivantes : 
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 Ce sont en fait les conditions dôint®grabilit® de Cauchy de la diff®rentielle m

m

ij

ij dx
x

d
µ

µ
=
w

w . 

 Exprimées en fonction des composantes du tenseur de déformations ces conditions nous donnent un 

système de six équations : 
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 Soit sous forme développée : 
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 On peut aussi démontrer que ces conditions de compatibilité prennent la forme intrinsèque suivante : 

  () () ()[ ] 0ŮȹŮŮŮ =-ö
÷

õ
æ
ç

å
-ö

÷

õ
æ
ç

å
+ trgraddivdiv

T

gradgradgrad  

 

 Donc, si ces équations sont vérifiées, il est possible de déterminer le champ de déplacement. La 

m®thode consiste ¨ calculer les composantes du tenseur antisym®trique ¨ lôaide des diff®rentielles totales 

exactes : 

 Puis de d®terminer les composantes du champ de d®placement ¨ lôaide des trois autres diff®rentielles 

totales exactes : 

  ( ) jijiji dxdu we+=  

 Le champ de déplacement ainsi obtenu est défini à un champ de déplacement de solide indéformable 

près.  

 

 En application, nous proposons au lecteur de d®finir le champ de d®placement qui cr®e lô®tat de 

déformation suivant : 
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Vitesse de déformation 

 

 

 Dans l'étude précédente, on s'est intéressé aux transformations du système entre une configuration de 

référence 0C  et une configuration actuelle tC .  

 Sans se soucier du chemin de déformation suivi 

lors du mouvement entre ces deux configurations, on a 

étudié la transformation sous un aspect purement 

géométrique, d'un état initial vers un état final. On 

conçoit très bien que cette étude puisse convenir dans 

toute transformation pour laquelle l'état de déformation 

soit une fonction d'état (au sens thermodynamique du 

terme). Peu importe alors le chemin suivi pour passer 

d'un état à l'autre.  

 Hélas, de plus en plus fréquemment, suite à une 

modélisation plus fine, suite à une meilleure connaissance, suite à des développements de moyens de calcul, 

il devient de plus en plus nécessaire d'étudié les évolutions du système suivant un chemin de déformation. 

Nous sommes alors amenés à faire l'étude de façon incrémentale, c'est à dire à étudier la transformation entre 

deux états infiniment voisins, puis, par un processus de type intégration, en déduire le chemin réel de 

déformation.  

 

 Pour caractériser les vitesses, on introduit le vecteur vitesse 
C

V M t( , ) que l'on peut considérer comme : 

  * fonction du temps et des coordonnées de référence XI  (description Lagrangienne) 

  * fonction du temps et des coordonnées actuelles xi  (description Eulérienne) 

 

 

Taux de déformation lagrangien 

   

 Entre les instants t et t + dt, un vecteur "matériel" infinitésimal dxtC se transforme en dxt dtC+ . De la 

même manière que, pour les déformations, nous nous sommes intéressés à la variation du produit scalaire, 

nous allons cette fois considérer sa vitesse de variation. 

 La vitesse de variation du produit scalaire de deux vecteurs matériels est alors : 

  ( ) ( )( )( ) ( ) ( )'.2'.'.'.'. XdXdXdXd
dt

d
XdXd

dt

d
XdXd

dt

d
xdxd

dt

d CCCCCCCCCC
ECFF +===  

  ( ) '.2'. Xd
dt

d
Xdxdxd

dt

d CCCC E
=  

 

 Le tenseur ( ) ( ) ( )tXtX
t

tX
dt

d
,,,
C

#
CC

E
EE

==
µ

µ
 est appelé taux de déformation Lagrangien  

 

Il est obtenu en dérivant par rapport au temps le tenseur des déformations de Green-Lagrange. C'est donc 

la vitesse d'évolution de la déformation lorsque celle-ci est mesurée à partir d'un état de référence initial.  

 

dX

dx(t)

dx(t+dt)

 



Arts et Métiers ParisTech 

Centre d'Enseignement et de Recherche de CLUNY 

 
01/07/2011    Mécanique des Milieux Continus  Page 29 

Taux de déformation eulérien 

 

 Etudions à présent la même variation de produit scalaire mais en variables eulériennes. On a donc : 

  ( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )
dt

Xdd
XdXd

dt

Xdd
XdXd

dt

d
xdxd

dt

d '
.'.'.'.

C
CC

C
CCCC F

FF
F

FF +==  

  

En utilisant la relation : 
( )

xdXd
dt

Xdd

dt

xdd C#
C

#
CC

1)( -=== FFF
F

 

 

 On obtient : 

  ( )
( ) ( )

'.'.
'

.'.'. 11 xdxdxdxd
dt

Xdd
xdxd

dt

Xdd
xdxd

dt

d C#CCC#
C

CC
C

CC -- +=+= FFFF
FF

 

  ( ) ( )( ) '.'. 11 xdxdxdxd
dt

d T C##CCC -- += FFFF  

  ( ) ( ) '2.'. xdxdxdxd
dt

d CCCC
D=  

  

 Cette dernière relation nous permet de faire apparaître le tenseur taux de déformation eulérien D . 

Il peut être déterminé à partir du tenseur gradient des vitesses. 

 Nous avons en effet la relation : 

  #F F
V

X

X

x
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x
LiK Kj
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µ

µ
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 Ainsi le produit 1-
FF#  défini un tenseur L  qui n'est autre que le tenseur gradient des vitesses : 

  V
C

GradL=  

  

 Le tenseur D  représente la partie symétrique du tenseur gradient des vitesses. On peut aussi faire 

apparaître le tenseur W  qui représente la partie antisymétrique.  

Les relations sont les suivantes : 
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1
,

CC
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=-=

=+=
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+=+=

 

 

 On montre que le tenseur W  est un tenseur qui représente la vitesse de rotation de la matière.  

   

 Remarques 

 

  1- L'égalité des produits scalaires en définition lagrangienne et eulérienne nous conduit à 

la relation suivante : 

  ( ) ( ) ')2(.'2.'. XdXdxdxdxdxd
dt

d C
#

CCCCC
ED ==  

 On peut alors en déduire la relation : 

  CFDFE ##
2

1
=ÃÃ= T  
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 Ainsi les dérivées par rapport au temps des tenseurs lagrangiens décrivant la déformation sont 

directement reliées au tenseur des taux de déformation. Il n'en va pas de même pour les tenseurs eulériens. 

Par exemple pour le tenseur de Cauchy-Green gauche, on a : 

  [ ] TTTTTTT
LBBLLFFFFLFFFFFFB Ã+Ã=ÃÃ+ÃÃ=Ã+Ã=Ã=

¶*

##  

 

  2- Si l'on considère la transformation infiniment petite entre les configurations tC  et 

dttC + , en prenant la configuration tC  comme configuration de référence (on parle alors de description 

lagrangienne réactualisée), le déplacement est alors : 

  dttxVtxud ),(),(
CCCC

=  

 Le tenseur de déformation est alors dans une forme linéarisée : 

  ( )[ ] ( )[ ]dtVdVdududd
TT

)()(
2

1
)()(

2

1 CCCC
GradGradGradGradŮ +=+=  

  dtd DŮ=  

 Ainsi, le tenseur D  apparaît comme le tenseur "tangent" aux déformations, à partir de la 

configuration actuelle. Cette description est souvent utilisée en calcul numérique, car on réactualise souvent 

la configuration de référence à chaque pas de calcul.  

 

  3- Dans le cadre des transformations infinitésimales, )( ud
C

Grad  peut être considéré 

comme un infiniment petit. On a donc : 

  EŮD ##ºº  

 Les tenseurs des taux de déformations lagrangien et eulérien peuvent être confondus.  

 

 

Interprétation du tenseur taux de déformation 

 

  Cette interprétation est tout à fait similaire à celle des tenseurs de Cauchy-Green droit C  et 

des déformations de Green-Lagrange E . 

 

 Taux de dilatation linéaire 

   

  En considérant par exemple les deux vecteurs dx
C
et dx
C
' confondus, de longueur dl et dans la 

direction ( )11 ' EdlxdxdE
CCCC

== , on obtient : 

  ( )
()

( ) ()211

2

2'2.'. dlDxdxd
dt

dld
xdxd

dt

d
===
CCCC

D  

 Ainsi, D11 est le taux de dilatation linéaire (ou encore taux d'allongement ou vitesse d'extension ) 

dans la direction 
C
E1. 

 

 Taux de glissement 

   

  Nous devons cette fois prendre les deux vecteurs dx
C
et dx
C
' dans deux directions orthogonales. 

En les supposants normés ( )21 ', ExdExd
CCCC
== , nous avons : 

  ( ) ( ) 122'2.'. Dxdxdxdxd
dt

d
==
CCCC

D  
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Etat de contrainte dans les milieux continus 
 

Lois de conservation 

 

 La mécanique des milieux continus repose sur des lois ou des principes de la physique. Tout le 

monde pense bien entendu immédiatement au principe fondamental de la mécanique, mais il ne faut en 

aucun n®gliger les autres lois constat®es. Lô®volution dôun domaine mat®riel sera souvent lôoccasion 

dô®change avec le milieu ext®rieur et ces ®changes sont r®glement®s. Ainsi on con­oit que les variations entre 

les domaines soit assujetties aux principes de la thermodynamique. Le premier principe permet de traduire la 

conservation de lô®nergie et il se pr®sente sous la forme dôune ®galit®. A lôoppos®, le second principe de la 

thermodynamique ne sert quô¨ constater lôimpossibilit® que lôon a ¨ r®aliser certaines transformations. Il est 

alors donné par une inégalité.  

 

 A ces trois lois, il faut impérativement ajouter la loi de conservation de la masse. Souvent, en 

mécanique, on oublie de traduire le fait que le domaine étudié ne transforme pas sa masse dans son 

mouvement. Cela provient du fait que lôenseignement traditionnel de la m®canique du solide se fait en 

variables de Lagrange et que lôon suit la particule (ou le domaine) dans son mouvement. Par contre, en 

variables dôEuler, il faut bien traduire le fait quôil nôy a pas de transformation de la masse du milieu ®tudi® 

même si localement il peut y avoir une modification de la masse volumique.  

 

 Ainsi que nous allons le constater, ces lois peuvent sôexprimer soit sous forme globale, côest ¨ dire 

®crites pour un domaine mat®riel, soit sous forme locale, côest ¨ dire en ®quation diff®rentielle valable en 

chaque point du domaine. 

  

 Avant de donner des expressions dôune loi de conservation, il convient de compl®ter le bagage 

math®matique en pr®cisant la notion de d®riv®e particulaire dôune int®grale de volume et les ®nonc®s de deux 

th®or¯mes importants, le th®or¯me de la divergence et le th®or¯me de lôint®grale nulle.  

 

 

D®riv®e particulaire dôune int®grale de volume 

 

 Soit un domaine D  que lôon suit dans son mouvement et consid®rons la variation entre deux instants 

infiniment proche de lôint®grale dôun champ tensoriel volumique sur le domaine : ñ
D

dv
dt

d
a  

 Cette variation  est due à deux contributions, dôune part la variation propre du champ tensoriel entre 

les deux instants 
tµ

µa
 et dôautre part la variation du domaine entre les deux instants.  

 Pour calculer lôexpression totale, d®signons par tD  le domaine ¨ lôinstant t et par dttD +  le domaine à 

lôinstant t+dt. Lôinstant les s®parants ®tant infiniment petit, on peut supposer quôils poss¯dent une large 

intersection commune que lôon d®signera par 0D .  
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 Ainsi le domaine ¨ lôinstant t se d®compose en deux sous domaines, lôintersection commune 0D  et la 

perte de domaine 
-D , alors que le domaine ¨ lôinstant t+dt se décompose en 0D  et le gain de domaine 

+D .  

 On peut écrire : 

ñññ

ñññ

++

-

+++=+=

+==

+

DDD

dtt

DDD

t

dvdttdvdttdvdtt

dvtdvtdvt

dtt

t

)()()(

)()()(

0

0

aaaJ

aaaJ

 

 

 On peut alors calculer la variation : 

[ ] ñññ

ññññ

-+

-+

-++-+=-

--+++=-

+

+

DDD

tdtt

DDDD

tdtt

dvtdvdttdvtdtt

dvtdvtdvdttdvdtt

)()()()(

)()()()(

0

00

aaaaJJ

aaaaJJ

 

 

 Mais pour les domaines +D  et -D , lôaccroissement  et la diminution de volume sont dus au 

déplacement de la surface génératrice. On peut donc écrire : 

  Pour +D  ( )dsndtvdsnxddv
CCCC

==  

  Pour 
-D  ( )dsndtvdsnxddv

CCCC
-=-=  

 

 Lôintervalle de temps ®tant infiniment court, on a alors : 

  

ññññ

ñññ

-+

-+

µµ

+

µµ

+

++
µ

µ
==

-

++ù
ú

ø
é
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DDD
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dsnvtdsnvtdv
t

t
dv
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d

dt

dsdtnvtdsdtnvtdvdt
t

t

CCCC

CCCC
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0

0
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a
JJ
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a
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 Dans ces expressions, +µD  (resp. -µD ) représente la surface commune aux domaines 0D  et 
+D  

(resp. 
-D ). On peut donc en déduire la relation fondamentale suivante : 

  ñññ
µ

+
µ

µ
=

DDD

dsnvtdv
t

t
dv

dt

d CC
)(

)(
a

a
a  

Th®or¯me de lôint®grale nulle 

 Lô®nonc® de ce th®or¯me est le suivant : 

  Considérons un champ vectoriel volumiqueadéfini et continu sur un domaine D . Si quelque 

soit le sous domaine 'D  inclus dans D, lôint®grale du champ tensoriel sur le domaine 'D  est nulle, alors le 

champ tensoriel est identiquement nul. 

 0aa =Ú"=ñ '0
'

Ddv
D

 

 

Pour la démonstration de ce th®or¯me, il suffit dôimaginer que le champ tensoriel nôest pas nul en un 

point donné du domaine D . Du fait de la continuité, il est alors possible de définir un domaine 'D  

infiniment petit enveloppant le point et tel que lôint®grale du champ tensoriel ne soit pas nul, ce qui va ¨ 

lôencontre de lôhypoth¯se de d®part.  
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Théorème de la divergence 

 

 Nous nous contenterons de donner, sans démonstration, un énoncé de ce théorème appelé aussi 

théorème de Green ï Ostrogradski : 

 Le flux dôun champ tensoriel A  au travers de la surface Dµ  enveloppant le domaine D  est égal à 

lôint®grale de la divergence du champ tensoriel sur le domaine : 

  dvdivdsn
DD

ññ =
µ

AA
C

 

 

 Remarques :  

Dans le cas où A  représente un champ vectoriel constant, on obtient 0
CC
=ñ

µD

dsn  

  Dans le cas où A  représente un champ scalaire f , on obtient  dvfgraddsnf
DD

ññ =
µ

)(
C

 

Expression g®n®rale dôune loi de conservation 

 

 On peut dire que dôune mani¯re g®n®rale, une loi de conservation exprime un bilan dôune grandeur 

tensorielle A . On peut alors associer à cette grandeur : 

 La densité volumique dans le domaine considéré : a  

 La densité volumique produite par unité de temps dans le domaine considéré : va  

 La densité surfacique associée au flux de A  entrant à travers de la frontière du domaine : sa  

 La loi de conservation a alors comme expression générale : 

  ñññ
µ

+==
D

s

D

v

D

dsdvdv
dt

d

dt

d
aaa

A
 

 

 Equation qui traduit le fait que la variation de la grandeur A  au cours de lôintervalle de temps dt est 

®gale ¨ la somme de la quantit® produite (alg®briquement) ¨ lôint®rieur du domaine et de la quantit® entrant 

(algébriquement) à travers la frontière Dµ  du domaine.  

 

 

Exemple : Equation de continuité 

 

 Le principe de conservation de la masse postule quôil nôy a ni apparition ni disparition de mati¯re. En 

conséquence la variation de la masse au cours du temps est nulle : 

  0=
dt

Md
 

 La masse peut se calculer à partir de la masse volumique :  

  0=Ý= ññ
DD

dv
dt

d
dvM rr  
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 Avec la notion de d®riv®e particulaire dôune int®grale de volume, on obtient : 

  0=+
µ

µ
= ñññ

µDDD

dsnvdv
t

dv
dt

d CC
.r

r
r  

 On peut encore utiliser le théorème de la divergence : 

  0=+
µ

µ
=+

µ

µ
= ñññññ

µ DDDDD

dvvdivdv
t

dsnvdv
t

dv
dt

d
)(.
CCC
r

r
r

r
r  

 Ce qui nous donne une forme locale de lô®quation de continuit® avec le th®or¯me de lôint®grale nulle :  

  0=+
µ

µ
)( vdiv

t

C
r

r
 

 

 De plus nous avons les relations : 

  r
rr

rrr gradv
tdt

d
gradvvdivvdiv ..)()(

CCCC
+

µ

µ
=+=  

 On obtient ainsi une autre forme locale de lô®quation de continuit® : 

 

  0=+ )(vdiv
dt

d C
r

r
 

 

Contraintes dans un domaine matériel 

 

Loi fondamentale de la mécanique 

 

 Il existe plusieurs formulations de la loi fondamentale de la mécanique. Suivant l'énoncé choisi, ce 

qui est axiomatique dans un cas devient théorème dans un autre cas. Toutes ces formulations (principe de 

moindre action, principe des puissances virtuelles, principe fondamental de la mécanique) sont équivalentes. 

Toutefois suivant l'application traitée, certaines formes peuvent être plus intéressantes que d'autres.  

 

 Pour notre part, nous nous contenterons de l'énoncé classique du principe fondamental de la 

mécanique: 

 

  

Il existe au moins un repère gR , dit galiléen, et une chronologie, dite absolue, tels que, à chaque 

instant et pour toute partie D  d'un système S, la dérivée par rapport au temps du torseur cinétique galiléen 

est égal au torseur des actions extérieures s'exerçant sur D . 

 

 

 Pour pouvoir exploiter le principe fondamental de la mécanique, nous devons donc définir une 

représentation des efforts appliqués à toute partie D  d'un système S. 

 

 On peut classer ces efforts suivant deux types : 

  * les efforts exercés sur D  par les systèmes extérieurs au système S. On parle alors d'efforts 

extérieurs. 

  * les efforts exercés sur D  par les parties de S extérieures à la partie D . On a ainsi les efforts 

intérieurs. 
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 Généralement, les efforts extérieurs sont dus à des actions à distance telles que la pesanteur, les forces 

électromagnétiques, les forces d'inertie. Ceux-ci sont souvent connus et leur modélisation ne pose pas de 

problème. On les supposera représentables par une densité massique de force ( )tMf ,
C

. 

 

 Pour pouvoir progresser, il faut définir les efforts intérieurs.  

 

 

Vecteur contrainte 

 

 

 La modélisation des efforts intérieurs passe par une axiomatique. Il existe en effet plusieurs modèles 

employés suivant les domaines d'études. Pour notre part, nous nous contenterons de l'exploitation du postulat 

de Cauchy, ce qui va nous conduire à la représentation la plus fréquente de l'état de contrainte en un point 

matériel.  

 

 

 Postulat de Cauchy 

  * Les efforts exercés sur une partie  D  d'un milieu continu 

par le complémentaire de D  dans le système S peuvent être représentés par 

une répartition surfacique de forces. 

  * Cette densité surfacique ne dépend du domaine considéré 

que par la normale extérieure au domaine pour le point d'étude.  

 

On a donc une représentation par un vecteur du type ( )nMT
CC

,  appelé vecteur 

contrainte en M  dans la direction n
C

.  

 

 On peut considérer que chaque élément de matière est en effet 

soumis à des forces de liaison provenant soit d'une frontière si celle-ci est 

contiguë, soit du reste du système.  

 

Avec l'hypothèse de densité surfacique de forces, nous pouvons dire que sur chaque surface 

élémentaire dS autour du point M et de normale n
C

, les éléments du système S situés dans la région de 

M et n'appartenant pas à la partie D  exercent sur les éléments du système S appartenant à la partieD  une 

force élémentaire Fd
C

 déterminée par :  ( )dSnMTFd
CCC

,=  

 

 Généralement, on appelle facette le plan tangent en 

M au domaine étudié. La normale n
C

 défini l'orientation de cette 

facette.  

  

 On peut alors définir la contrainte normale   comme 

étant la projection sur la direction de la normale  du vecteur 

contrainte .  

 

 De même on a le vecteur contrainte tangentielle  

(encore appelé cission ou contrainte de cisaillement) qui 

représente le vecteur contrainte projeté dans le plan de la facette.  

 

 










































































































