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ESDEP

GROUPE DE TRAVAIL 6

STABILITE APPLIQUEE

Lecon 6.1

Concepts d'équilibre élastique stable et
instable

OBJECTIF
Introduire les principaux concepts et définitions nécessaires a la compréhension de I'équilibre élastiqt
stable et instable dans les structures.

RESUME
Ce cours débute par la définition des états d'équilibre stable et instablsydtéme mécanique. On y
introduit la loi du minimum de I'énergie potentielle et sa relation avec la stabilité d'une structure au
moyen de considérations namthématiques. On y présente les concepts du flambement par bifurcation,
pour les systemes paifs et du flambement par divergence, pour les systemepantaits. On évoque
aussi rapidement le comportement pardique d'un systéme et la réduction de la stabilité lorsqu'il y a
coincidence de plusieurs modes d'instabilité.
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INTRODUCTION

Les tréories sur la stabilité ont été élaborées afin de déterminer les conditions par lesquelles une structu
en équilibre, cesse d'étre stable. L'instabilité est essentiellement une propriété des structures de géomé
extréme, comme par exemple les élémentaprimés d'élancement important, les plaques minces plates
ou encore les coques minces cylindriques. Normalement, on considére des systémes avec un param
variable N qui représente classiquement la charge extérieure, mais qui peut aussi étre gutempér
(flambement thermique) ou d'autres phénomeénes. Pour chaque valeur de N, il n'existe qu'ur
configuration hors flambement.

Dans les problemes classiques de flambement, le systeme est stable si N est assez petit et devient inst
quand N est grand.aLvaleur de N pour laquelle le systeme cesse d'étre stable est appédée critique

Ncr- Plus généralement, il faut déterminer

1 les configurations d'équilibre de la structure sous les chargements imposeés,

1 celles parmi ces configurations qui sont ktap

1 la valeur critique des chargements et les conséquences sur le comportement qu'ont ce
niveaux de charge.

ETATS D'EQUILIBRE STABLE ET INSTABLE

D'une maniére générale, on peut définir la stabilité comme la capacité d'un systéme physique a reveni
I'équilibre lorsqu'il est perturbé Iégérement.
Pour un systéme mécanique, on peut adopter la définition donnée par Dirichféquilibre d'un
systéeme meécanique est stable si, lorsque I'on déplace les points du systeme de leur position d'équilil
d'unequantité infinitésimale et en leur donnant a chacun d'eux une faible vitesse initiale, les déplacemen
des différents points du systeme restent, pendant le déplacement, contenus dans des limites impos
faibles».
Cette définition montre clairement que stabilité détermine une qualité d'une solution (une solution
d'équilibre) d'un systeme et que le probléme de s'assurer de la stabilité d'une solution concerne
« Vvoisinage» de cette solution particuliere.
Si on considére un systeme élastique consérvaitialement en état d'équilibre sous l'action d'un
ensemble de forces, le systéme s'écartera de cet état d'équilibre seulement s'il subit une force perturbat
temporaire. Si I'énergie fournie au systéme par cette force perturbatrice est Woran a al
W =T + V = constante (1)
a cause du principe de conservation de I'énergie.
Dans cette relation, T représente I'énergie cinétique du systeme et V I'énergie potentielle. Une faibl
augmentation de T s'accompagne d'une diminution faible
W identique de Vet vice versa. Si le systéme est
initialement en configuration d'équilibre d'énergie
potentielle minimale, alors ['énergie cinétiqgue T du

Rl Sable déplacement libre correspondant décroit dans la mesure
ou V doit croitre. Par conséquent, le déplacement depuis

m I'état initial restera faible et I'état d'équilibre est stable.
\f 2 Pour des corps rigides, la stabilité peut étre illustrée par

I'exemple bien connu de la bille sur un support courbe. Si

{b) {c} . Vs e
la bille repose sur une surface concave, I'équilibre est

Unstable

8 =0, 19eb
{d) Neutral

Figure 1 The three states of equilibrium



stable; si I'on dnne a la bille une vitesse initiale faible, elle commencera a osciller, mais restera a
proximité de son état d'équilibre. D'un autre coté, si le systeme n'est pas dans une configuration de
minimum (énergie potentielle), alors le fait de lui donner umguision va conduire trés rapidement a de
grands déplacements et vitesses et on dit que le systeme est instable. C'est le cas lorsque la bille repos
sommet d'une surface convexe ou au point d'inflexion horizontal d'une surface. Si la bille repose sur
plan horizontal, I'équilibre est ditreutre».

ENERGIE POTENTIELLE MINIMALE

L'exemple intuitif de la bille conduit & la loi de I'énergie potentielle minimale pour un sysiehie

systeme élastique conservatif est en état d'équilibre stablessuketment si, la valeur de I'énergie

potentielle correspond a un minimum relatif

On utilise le terme de minimum relatif» parce qu'il peut y

avoir tout prés d'autres minima correspondant a des valeurs

plus faibles de I'énergie potentielle, sépapds de petites

« buttes», mais qui nécessitent de fortes perturbations pour

passer de l'un a l'autre. L'existence d'un minimum relatif de

B I'énergie potentielle, en configuration d'équilibre, est, d'un
point de vue strict, une condition seulement suffisaté
stabilité. En pratique, cependant, ce principe est généralement

accepté comme une condition a la fois nécessaire et suffisante
Figure 2 Relative character of the equilibruim de stabilité.

FLAMBEMENT PAR BIFURCATION

On a vu que le concept de stabilité est en relation avec I'énergie potetiielgysteme. Cependant, la
stabilité d'un systéme élastique statique ou d'une structure, peut aussi s'expliquer par des considération:s
rigidité. Si I'on se réfere a la figule, on peut voir que la dérivée de I'énergie potentielle par rapport au
déplacement donne la rigidité (sur la figurka pente de la surface) du systéeme.
De ce fait, une rigidité positive implique un état stable, tandis que, a la limite de la stabilité, la rigidité
disparait. Pour une structure, la rigidité est fournie sous forateacielle qui, si elle est a la fois définie et
positive, garantit a la structure un état stable. Le point auquel I'état d'un systéme change, pour passer ¢
état d'équilibre stable a un état d'équilibre neutre est appaiée«de stabilité».
_ - Le systeme de la bille sur un support courbe (dans ce cas la
/ Stk canngriton stabilité ne dépend que de la forme de la surface) peut étre
N— Bg=tm¥ oo ooy comparé a une structure telle qu'un poteau en compression.
Dans ce cas, le poteau peut étre stable ou instable, selon la
valeur de la chge axiale, paramétre de contréle du
systeme (figur®a). Comme [I'élément est initialement
(e) Simply supported column rectiligne et la charge axiale, la structure sera en équilibre
stable pour des valeurs de N faibjessl y a des déflexions
dues a des forces perturbatrices, leepotreviendra a sa
position rectiligne. Lorsque la charge atteint un certain
niveau, appelé gharge critique», I'équilibre stable atteint
une limite. Pour cette valeurdNde la charge, il existe une

Bifurcation point autre position d'équilibre, correspondant a une
configuration légérement déformée du poteasi, pour

& \ Deflected configuration

Unstable equilibrium in straight configuration

Deflected configuration

Stable equilibrium in a straight configuration

[
L8

& 2ageb

(b} Acaal force VS deflection relationship

Figure 3 Stability of a compressed column



cette valeur, I'élément est déformé par une perturbation quelconque faible, il ne reviendra pas a
configuration rectiligne.
Si la charge dépasse la valeur critique, la position rectiligne est instainle pérturbation Iégere conduit
a de grands déplacements pour I'élément, puis, enfin, a I'effondrement du poteau par flambement. |
point critique, atdela duquel les déplacements de I'élément deviennent trés grands, est pppelée«
bifurcation» dusysteme (figur&b).
A Si le poteau n'est pas initialement parfaitement
o rectiligne, la déflexion commence dés le début du
1.5 chargement, il n'y a pas flambement soudain par
/ ° bifurcation, mais augmentation continue des
S déplacements (figur4). Ce phénomeéne esppelé
\ «divergence d'équilibre et il n'y a pas de limite
3! de stabilité stricte. Si le matériau reste élastique, la
\ rigidité du poteau (donnée ici par la pente de la
courbe Nd) est toujours positive, mais une petite
,{ }e & perturbation produira de trés grandplhcements.
% La diminution de rigidité d'un élément de structure
(s} Simply supported (b} Asial force vs deflection relationship est, en général, due a un changement soit de la
imperfect column géométrie, soit des propriétés mécaniques. La
diminution de rigidité due a une modification de la
Figure 4 Stability of an imperfect compressed column géométrie ne Crée généralement paS de pﬁte d
stabilité, mais conduit a de grands déplacements. Par ailleurs, des diminutions importantes de rigidi
proviennent de changements dans les propriétés mécaniques (élastiques ou de rupture) du matériau e
ce fait, conduisent a I'effondrement de I'é&rmn On reviendra sur ce point important dans la suite de cette
lecon.

v

COMPORTEMENT POST-CRITIQUE DE SYSTEMES PARFAITS ET
NON-PARFAITS

Au-dela du point de bifurcation, on rencontre principalement trois situations possibles, selon le type d
systeme atédier (figure5). Sur cette figure, N représente la char
appliguéed le déplacement d'un point du systeme Eamplitude de
l'imperfection. Les traits épais représentent les lignes d'équilibr
systémes parfaits, les traits fins les lignes d'équilibre de systéemes
parfaits; les traits continus représentent I'éiué stable et les traits
pointillés I'équilibre instable
1 Figure5a: point de bifurcation symétriquestable
Des imperfections petites, positives ou négatives
les mémes effets et donnent lieu a une trajectoire st N
d'équilibre vers le haut. LBambement se caractéris
par une augmentation rapide du déplacement lors
I'on s'approche de la charge critique du systeme pai
Ce cas est trés important en pratique car les pote
poutres et plaques présentent ce type de comporte
postcritique.

Perfect

Imperfect

Imperfect

Pager &
(c) Asymmetric point of bifurcation

Figure b Past-critical behaviour



1 Figure5b: point de bifurcation symétriquenstable

ib} Unstable - symmetric point of bifurcation

Na

N

ic) Asymmetric point of bifurcation

Figure 6 Examples of post-critical behaviour

Les imperfections jouent un réle important dans la
modification du comportement du systeme. De petites
imperfections des deux signes induisent une diminution de la
charge critique. C'est par exelmpe cas de certains systemes
composeés de barres articulées.

1 Figure5c: point de bifurcation asymétrique

Pour des imperfections positives faibles, le systeme perd sa
stabilité en un point limite (charge ultime), largement plus faible,
comparé au pointritique. D'autre part des imperfections négatives
faibles conduisent a une trajectoire vers le haut, stable. Ici, le
systéme est surtout sensible a des imperfections initiales positives.
C'est par exemple le cas de certaines poutres a treillis.

La figure6 illustre ces trois comportements pasitiques.

6. FLAMBEMENT AVEC POINT LIMITE

Le flambement associé a une bifurcation d'équilibre n'est pas la seule forme d'instabilité que lI'on pe
rencontrer. Dans le cas des arcs, des treillis de faible hautdes eifdmes sphériques, par exemple, un
flambement de changement de position d'équilibre, se produisant avec un claquerpeat agoir lieu

quand le trajet initialement stable perd sa stabilité des que l'on atteint localement une valeur maximum
la chage, appelée point limite » du systéme.

N o :c
£ <0 N
~

Perfect
tE>0

Imperfect
)

{a) Limit point buckling of a perfect and of an imperfect system

Ceci est représenté sur la figie on peut voir aussi sur ce
schéma que la réponse d'un systemepafait est semblable a
celle du systéme parfait correspondant.

La figure7b illustre ce comportement de ri@ement en
considérant un treillis de faible hauteur fait de deux barres
articulées. Quand on commence a appliquer la charge, on suit
un chemin stable-Q. Au pointl, le systeme perd sa stabiljté
entre les pointg& et2, on a un saut dynamique a travdes
états de nomquilibre et le treillis se retrouve a l'envers
(changement brutal de position d'équilibre, le passage d'un état
a l'autre donnant lieu a un claquement sec). Le [2oget trouve
aussi sur un chemin stable et le chargement peut contiarer.
exemple, une séquence de déchargement suit le chemin stable
entre les point8 et3, pour lequel, une fois de plus, il y a perte
de stabilité conduisant la structure au saut dynamique entre les

v AN / . points3 et4. Au point4, la structure se retrouve swnschemin
L v

stable d'origine et un nouveau cycle de chargement peut

o 4 T »
[ W 28 . . TS
.i. _/ t T commencer. Ceci montre que la ligne pointillée entre les

{b) Limit point buckling of a shallow truss

Figure 7 Limit point buckling

/APK

pointsl et3 qui représente les états d'équilibre instable, est
totalement inaccessible pendant le processus de chargement.
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COINCIDENCE DE PLUSIEURS MODES D'INSTABILITE

Dans certains cas, les structures peuvent présenter plusieurs modes d'instabilité, presque pour les mé
valeurs des charges critiques ou pour des charges critiques tres voisines. Dans ces cas, appe
bifurcationscouplées, les imperfections peuvent conduire & une diminution significative de la charge
ultime par rapport aux charges ultimes des modes pris séparément. Les problemes de bifurcation coup
sont en général difficiles a analyser. Certaines instabilitépl€es que l'on peut rencontrer dans les
structures en acier sont mentionnéegassous

couplage du flambement de poteau et du voilement dans les poteaux a &me mince,
couplage du flambement latéral et du voilement dans les poutres a &me mince,
couplagedu flambement généralisé et du flambement d'éléments dans les poteaux &

treillis,
couplage du flambement individuel de poteau et du flambement généralisé de l'ossature

couplage du flambement des raidisseurs et du voilement pour des plagques ou coque

raidies.
La figure8 montre la diminution de la charge de

flambement due au couplage d'un mode de flambement
local avec un mode global, de la maniere suivante
- flambement local des plaques formant
les quatre cotés d'une section carrée
creuse,
- flambement glbal d'Euler du poteau.

Square hollow section columns

Global column buckling :

l N
i
[
[
[
1
1
1
L]
1
L]
T N
Local plate buckling : . ;
Mode interaction :

N

- Local plate

3
\
e

/ buckling (perfect)

\ Actual column

N, global
N local

Global column

buckling (perfect)

>

Figure 8 Coupling of two buckling modes

8. CONCLUSION

1 Les etats d'équilibre stable et instable d'une structure peuvent étre définis au moyen d
I'énergie potentielle du systémeéexistence d'un minimum relatif de I'énergie potentielle est

une condition suffisante dsabilité.
1 Le point de bifurcation ou le point limite définit la forme d'instabilité d'une structure.
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1 Le comportement postritique est une caractéristique importante d'une structure.

1 Si une structure peut présenter plusieurs modes d'instabilité pogu@tasméme valeur de la
charge critique, les imperfections de structure conduiront a une diminution de la charge ultime
par rapport aux charges ultimes correspondant aux modes pris séparément.
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ESDEP

GROUPE DE TRAVAIL 6

STABILITE APPLIQUEE

Lecon 6.2

Criteres généraux de la stabilité élastique

OBJECTIF

Etablir les critéres généraux de la stabilité élastique et de I'équilibre neutre. Il s'agit de préparer le trave
de l'utilisation des méthodes énergétiques dans la détermination des charges critiques qui sera vue dan
lecon6.4.

RESUME

La conceptio d'ensemble d'une structure exige que, sous chargement imposé, la configuration d'équilibr
d'une structure soit déterminée et confirmée comme étant stalele des problemes de stabilité se fait
généralement en utilisant des criteres énergétiquass Dette lecon, on présente le principe du travail
virtuel et l e principe de | 6®nergie potenti el
I'énergie pour la stabilité élastique qui en découlent, ainsi que la détermination des chaqyes crit
correspondant a I'équilibre neutre. On ne considere que les systemes parfaitement conservatifs. L
criteres établis sont illustrés par deux exemples de base construits a partir de systemes a barres e
ressorts.
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INTRODUCTION

La conception géméle des structures suppose la détermination des forces d'équilibre interne (moments
cisaillements, etc.) de la structure, sous charge donnée et la confirmation que la structure, sous c
conditions, est stable. Il est fondamental d'étre slr qu'unewstudégérement écartée de sa position
d'équilibre par des forces, des chocs, des vibrations, des imperfections, des contraintes résiduelles, ¢
aura tendance a revenir a sa position initiale dées la suppression de la pertudeit®mraractéristique
requise de stabilité élastique est devenue de nos jours de plus en plus critique avec l'usage croiss
d'aciers a haute résistance dans des structures de plus en plus légéres et élancées.
La théorie de la stabilité élastique (flambement) fournit des rdéthpour déterminer

- la stabilité d'une configuration d'équilibre,

- lavaleur critique de la charge a l'instabilité.
La plupart de ces méthodes dérivent des criteres énergétiques généraux qui provienmémiesixies
principes énergétiques de la mécaniqu®bjet de cette lecon est donc de présenter rapidement a
I'étudiant et a lI'ingénieur praticien les principes de mécanique nécessaires a la compréhension des crité
généraux de la stabilité élastique, de ce fait de donner une meilleure compréhensingtiizdes
utilisées dans la recherche du flambement, en particulier les méthodes énergétiques étudiées dans
lecon6.4.
La portée de cette lecon se restreint a

- des chargements conservatifs et des systemes élastigues adiabatiques (systém

parfaitementonservatifs),
- des systémes dont les configurations peuvent étre exprimées par des fonctions avec L
nombre fini de parametres de déplacement.

Il faut noter que I'on ne considére que l'aspect statique de la stabilité.

GENERALITES

BN

Dans cette lecon, omonsidére les changements de la configuration d'un systeme a partir d'une
configuration initiale tout changement dans cette configuration est considéré comme un déplacement
Une configuration est déterminée au moyen d'un nombre fini de variables irgdpendantes, appelées
coordonnées genéralisees, notées igiqg.. ¢y ou plus

généralement jqg Une poutre a travée unique peut, bien sdr,

avoir un ensemble infini de coordonnées généralisées, comme
par exemple les coefficientsj qde la série de Fouer

représentant la fleche

Y A

o
I
£ sp = £

. . 1px

, y=4agqsin—

ia Initial I X i L
Cette série peut cependant étre approchée par un nombre fini de
Fiqure 1 Generalised beam. termes avec un nombre fini de coordonnées généralisées

représentant les degrés de liberté du systeme. Si I'on considere la poutre de I3 feguo®ordonnées

g®n ®r ali s®es peuvent °tre | es degr ®s de:déux ber
translations u et vetune rotatigqpar niud (dans | e plan). On supi

la déformée élastique de pautre peut étre défini en utilisant, par exemple, des fonctions d'interpolation.
Le vecteur déplacement de la poutre peut étre:noté

u‘:v‘:Bi:O 8 D = (uy Vil qi1 LE! Vj! q])'
. | 15
= Pagel2
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Aux appuis, les conditions aux limites imposent des restrictions aux variables géegraiigé la
figure2, par exemple, les conditions aux limites sont telles que le vecteur déplacement est nul .
I'extrémité encastrée de la poutre console, d'ou les restrictions impasées=q; = 0

Une structure est généralement soumise a des fiontéeeures et extérieureses forces intérieures sont
généralement des forces de traction (de décohésion)aalest des forces dues aux contraintes, sur les
faces d'un cube infiniment petit de matériau. Les forces extérieures agissent sur le(patueremple la
gravitation), et/ou sur la surface (forces ou couples de contacts) de I'élément de la structure.

Lors d'un changement dans | a configuration
s'exprimer de la maniére suivante
Weyt+ Q= DT + DU 1)
ou: Wext représente le travail créé di aux forces extérieures au systeme,
Q représente la quantité de chaleur transmise au systéme,
DT représente l'augmentation de I'énergie cinétique,
DU représente l'augmentation de I'énergie interne,
U est souvent appelée énergie de déformation..
D'autre part, la loi de I'énergie cinétique est donnée par
W =Wext+ Wint = DT 2
ou: Wint représente le travail des forces intérieures,
wW représente le travail créé par toutes les forces appliqguéystame.
Les équations (1) et (2) donnent
Wint = Q-DU 3)
Comme on ne prend en compte ici que des processus adiabatiques, Q = 0 et I'équation (3) donne
Wint =- DU (4)
N.B. : DU n'existe que pour des systemes déformglpgesir un systéme rigiden a:
DU =0 donc Wpt=0 (5)

Comme on ne prend en compte ici que les aspects statiques, on suppose qu'il n'y a pas de variation
I'énergie cinétigue pendant le déplacement (vitesse trés faible)

DT =0 (6)

et les équations (1), (2) et (5) donhe
Wext=DU (7
Wext+ Wint =0 (8)

PRINCIPE DU TRAVAIL VIRTUEL

L'étude des problémes de stabilité fait généralement appel au principe du travail virtuel, que I'on va vo
dans ce paragraphe. Le probleme est d'abord de trouver la configutatjaiitite réel du systéme, si

elle existe, puis ensuite de vérifier si cette configuration est stable.

Un systéme donné peut prendre un nombre quelconque de configurations déformées compte tenu ¢
limites fixées par les conditions aux limites, mais séufee d'elle est la vraie, correspondant a I'équilibre
entre les charges réellement appliquées et les réactions correspondantes.

Supposons que le systeme soit dans une configuration caractérisée par les coordonnées généralisée
02, ... h €t pour lagelle on recherche I'équilibre.

Supposons que le systéme soit soumis a des déplacements petits, arbitraires a partir de cette configurat
on ne demandera a ces déplacements que de satisfaire les conditions aux limites, la structure ét
soumise a son engement réel. Les petits déplacements considérés ici ne sont pas nécessairement réel
ilIs sont imaginaires et ne servent qu'a des fins de comparaison, c'est pour cela qu'on les appe
déplacements virtuelsces déplacements virtuels sont indépenddantshargement et sont noteés di.
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Par cons®quent, tous | es travaux ou calculs ®n
travaux ou énergie virtuels.
Pour un systéeme rigide, les équations (5) et (8) donnent
dWext=0 (9)
ou: dWext représente le travail virtuel des forces extérieures dans les déplacements;virtuels

on peut exprimer le Principe du Travail Virtuel de la maniére suivante
«Un systeme rigide est dans sa configuration d'équilibre si le travail virtuel de
toutes ledorces extérieures agissant sur lui est nul dans tout déplacement virtuel
qui satisfasse les conditions aux limites
Pour un systeme déformable, I'équation (7) donne
dWext= dU (10)
ou du représente la variation de I'énergie de déformation dasplacement virtuel, le
Principe du Travail Virtuel peut étre exprimeé ainsi
«Un systeme déformable est dans sa configuration d'équilibre si le travail virtuel
de toutes les forces extérieures est égal a la variation d'énergie de déformation
dans toutdéplacement virtuel satisfaisant les conditions aux linsites
C'est la la forme du principe que I'on rencontre le plus souvent en analyse des stroetteesondition
est équivalente a la condition suivante, en utilisant I'équéian
dW = dWint + dWext= 0 (11)

Configuration d'équilibre reel
Pour un systeme ayant un nombre fini de coordonnées généraliségs (qq,), le travail virtueldw
correspondant a un déplacement virtuel a partir d'une configuratiog (q ¢, vers une configutan

voisine (q + daqy, ...., G+ dg,) peut étre représenté par une forme linéaire des variations des coordonnées
soit:
dW=Q;dg; +Qodg, +...=§ Qj dg; pouri=1,2,.,n (12)
[
ou Q1, Q, ... Qnreprésentent des fonctions des coordonnées géneraliséestes forces

intérieures (pour les systemes déformables) et extérieures.
Par analogie avec le travail d'une force, les fonctions@ ... Qn sont appelées composantes des forces

généralisées. Les termes 1©ont pas nécessairement la dimension d'une foncem® souvent pas tous la
méme dimension leur dimension est déterminée par le fait qyed@ a la dimension d'un travail. Les
équations (11) et (12) donnent

aQ dg; =0 pouri=12,..n (13)

i
Comme leglgj sont arbitraires, indépendants desatéons de ¢ I'équation (13) implique que

Q=0 i=1,2, ..,n (14)
La résolution de ces n équations simultanées d'équilibre donne les valeurs des g correspondant a
configuration d'équilibre réel.
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