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AVANT PROPOS

Ceci n'est absolument pas le résultat de mes travaux personnels mais au contraire une simple
concaténation de travaux réalisés par différentes personnes dans différents endroits.

Clest pourquoi je me suis autorisé d reprendre, parfois in extenso, des termes, des phrases ou des
paragraphes complets trouvés dans les ouvrages cités en référence. Jespére que les auteurs des dits
ouvrages, s'ils se reconnaissent, voudront bien m'excuser de crime de [ése majesté. Je ne suis qu'un modeste
utilisateur de la science développée et approfondie par d autres.

Clest aussi pourquoi ce document de quelques pages est accompagné d'une bibliographie non
limitative qui permettra au lecteur resté sur sa faim d'assouvir son appétit de connaissance.

Cluny, Novembre 2008
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LOIS DE COMPORTEMENT
ANISOTROPIE

1- GENERALITES

Les équations générales de la physique (conservation de la masse, principe fondamental de la mécanique, principes de la

thermodynamique ...) ne suffisent pas pour déterminer les champs de contraintes ou de déplacement dans une structure. Le constat
est le suivant:

Inconnues _
tenseur des contraintes :a 6 inconnues
tenseur des déformations % 6 inconnues
champ de déplacement U 3 inconnues
Equations
=1 = =T
relations déformations-déplacement g=§(Grad U+GradU J 6 équations

T

) . P équations de moment o=c A
équations d'equilibre g 3 équations

équations de résultante divo+ f—p7

Un déficit du nombre d'équations vis a vis du nombre d'inconnus apparait. 1l est donc nécessaire d'employer des relations
expérimentales pour compléter la modélisation. On obtient ainsi les équations de comportement. Ces derniéres relient les
contraintes aux déformations et permettent d'avoir suffisamment d'équations pour solutionner le probleme.

A ce niveau de I'étude on peut faire deux remarques:

Remarque N°1  Les équations précédentes étant des équations différentielles, il est nécessaire de bien préciser
les conditions aux limites pour pouvoir définir les constantes d'intégrations. Suivant la nature du probléme posé, il peut étre
parfois indispensable de se donner aussi des conditions initiales (comportement fonction du temps, étude dynamique ...).

2

07 g 2 8¢, 2.
Remargue N°2 Les 6 équations de comptabilité Oy i O
OX 0% OX; 0% OX X% OX; X

équations supplémentaires. Elles ne sont utilisées que pour vérifier I'intégrabilité du champ des déformations.

J ne sont pas des

Pour procéder a l'identification du comportement d'un matériau, on ne peut que tester des éprouvettes. Il faut donc noter
que les informations dont on dispose concernent une structure particuliére (I'éprouvette) et que les mesures sont globales (effort,
couple, déplacement d'ensemble ...). En définitive la loi de comportement élaborée n'est vérifié que globalement.
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2- LES ESSAIS MECANIQUES

La méthode phénoménologique globale est I'étude des relations de cause a effet qui existent entre les variables
physiquement accessibles. Elle n'est pas la seule méthode utilisable pour caractériser le comportement du matériau. Pour mémoire
on peut citer I'approche microscopique qui consiste a modéliser les mécanismes a partir d'une étude des liaisons atomiques. On
effectue alors une intégration et une moyennisation des variables microscopiques pour avoir le comportement macroscopique. De
méme on peut faire référence a la méthode thermodynamique qui utilise des variables internes (potentiels thermodynamiques ...)
associées a un milieu continu homogénéise.

Les variables physiquement accessibles sont :

* les déformations et leurs vitesses. C'est en fait souvent des déplacements que I'on mesure et il convient de
traiter I'information pour aboutir a des déformations

* les contraintes. On peut aussi constater que souvent I'information directe est une valeur d'effort. Le passage a
une contrainte n'est pas toujours immédiat. On peut dailleurs a ce niveau s'interroger sur la nature de la contrainte (Cauchy?
Piolat-Kirchoff?).

* la température. Ce parametre n'est pas forcément distribué de fagon homogéne.

* le temps. Cette variable peut aussi prendre des formes diverses et variées (nombre de cycles ...).

Il faut aussi remarquer que les notions de déformation et de contrainte font apparaitre l'aspect tensoriel. En général on
accédera a une mesure qui n'est qu'une partie d'un tout. Dans la réalité, il faut établir des relations entre tenseurs.

Les essais effectués sur les éprouvettes n'ont pour but que de trouver une relation entre un parametre de charge Q et un
paramétre de déformation q.

Les essais classiques de caractérisation se font essentiellement en traction ou en traction-compression simples a
température constante. L'éprouvette est soumise a une sollicitation axiale. La forme de I'éprouvette est calculée de telle sorte que
I'on obtienne un état de contrainte ou de déformation uniformes dans le volume utile. 1l existe plusieurs fagons de piloter I'essai.

Ag Ao

Dans l'essai d'écrouissage en
A traction ou compression simples, la vitesse

de déformation est constante. C'est I'essai le
plus couramment utilisé.

B
t B €
B B
A A L .
G e Dans I'essai de fluage en traction ou
G A compression _ simples, on étudie le
0 e comportement de [I'éprouvette lorsque la
. contrainte  appliquée  es maintenue
A~ trainte  applig t t
constante. L'évolution de la déformation
permet de caractériser le durcissement et la
viscosité du matériau.
B t t
B> B>

Cet essai est souvent réalisé & une température parfaitement contrdlée (+ 1°). Pour une contrainte donnée, on enregistre la vitesse
de déformation et le temps & rupture.
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A AG
s A
A Dans l'essai de relaxation en
— traction ou compression simples, on étudie
I'dvolution des contraintes en imposant une
déformation constante.
B t t
B> B>

B

Les essais de rupture sont en fait les essais précédents poussés jusqu'a la ruine totale de I'éprouvette. lls peuvent étre
combinés avec des sollicitations cycliques. Certains essais nécessitent des éprouvettes et des moyens particuliers (essais de
résilience de type Charpy, essais de ténacité ...).

Dans l'essai de flexion (3 points ou 4 points), on génere simultanément des contraintes de traction et des contraintes de
compression. Il est freguemment employé pour effectuer des contrdles de qualité.

L'essai _de torsion est tout particulierement utilisé pour I'étude de la déformation a haute température des alliages
métalliques. De plus cet essai permet d'accéder a certaines caractéristiques élastiques des matériaux anisotropes.

L'essai de dureté trés simple & mettre en oeuvre est couramment employé comme moyen de contrble. Des relations
empiriques existent entre la dureté et la résistance a la traction, toutefois ces relations sont restrictives.

Enfin, du fait que la loi de comportement d'un matériau ne peut se bornée a une simple relation entre une seule contrainte,
une seule déformation et le temps, il devient de plus en plus nécessaire de réaliser des essais multidimensionnels ou multiaxiaux.
On trouvera ainsi des essais de traction-cisaillement, traction ou compression bi ou triaxiale. Pour les matériaux anisotropes, l'essai
de traction-cisaillement par traction-torsion représente un grand intérét. Hélas ces essais sont relativement onéreux. Pour mémoire,
on peut mentionner que le L.M.T. (Laboratoire de Mécanique et de Technologie) de Cachan a acquis une machine de traction
triaxiale en 1992 pour la somme de 8 MF.

L'avantage certain de ces derniers essais est qu'ils nous permettent de mieux connaitre la relation entre les états tensoriels
de contrainte et de déformation (ou de vitesse de déformation).

3- MODELES RHEOLOGIQUES

Les résultats d'essais ne présentent un intérét que si l'on peut modéliser le comportement du matériau. Cette
modeélisation, nécessaire pour le calcul prévisionnel, peut étre multiple. On peut ainsi définir un modéle mathématique sous forme
d'équations, mais on peut aussi envisager la recherche d'une modélisation analogique. Cette derniére est souvent utilisée a des fins
didacticielles.

Les reégles de calcul sont les suivantes :
Dans une association en paralléle, la contrainte imposée a I'ensemble est la somme des contraintes imposées a

chaque branche et la déformation subie par I'ensemble est égale aux déformations subies par chacune des branches, ces derniéres
déformations étant toutes identiques.
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o= z o, E=§
i

Dans une association en série, la contrainte imposée a l'ensemble est supportée en totalité par chaque élément et
la déformation subie par I'ensemble est la somme des déformations subies par chaque élément.

i 522“%

0= 0;

La forme de la relation contrainte-déformation nous permettra un tri dans I'une des grandes classes de comportement.

3-1 Modéles parfaits

Ces modeles sortent du cadre de la mécanique des solides déformables. On parle de solide parfaitement rigide et de fluide
parfait. Ces modeles permettent d'approcher les lois de mouvements mais ne peuvent en aucun cas prétendre aider a un quelconque
dimensionnement.

TA°C Il est a noter que la
distinction entre solide, liquide ou
60 gaz est subjective. Ainsi on peut
\ | \ 5 envisager de dire que les solides
Compression isotherme admettent un état d'équilibre sous
500 sollicitation alors que les fluides
subissent un écoulement pour toute
sollicitation aussi faible soit-elle.
400 Ecri‘sgtf);ig]ent Comment alors  distinguer  un
374 K équilibre atteint au bout d'un temps
Détente / \ infini et un écoulement infiniment

300 isentropique | / \ lent?
De méme, le diagramme
200 / (T,s) dwun corps pur montre
/ ‘ clairement qu'il est difficile de
\ distinguer I'état liquide de I'état
100 / : gazeux pour des températures

/ élevées.
0 2
0 1 2 3 4 5 6 7 8 kJ/KVKg

3-2 Elasticité

La relation d'élasticité se traduit par une déformation essentiellement réversible. On parle d'élasticité
parfaite lorsque la transformation est entierement réversible et qu'il existe une relation biunivoque entre les parametres de charge Q

et de déformation q ( f(Q, q)=0).
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As A As
O 00

a
&g

AV

€ t

S (I

= =
Ecrouissage Fluage Relaxation

Si de plus la relation est linéaire, on obtient I'élasticité linéaire. Le modéle analogique équivalent est alors le ressort
linéaire :
E

WWW Q=Eq q=JQ

Ce modele convient bien pour les métaux, les roches et les bétons lorsque les sollicitations sont faibles (ne pas dépasser la
limite d'élasticité!)

3-3 Viscoélasticité

La réponse est fonction de la vitesse d'application de la sollicitation. Il existe des résistances visqueuses qui font que pour
un parametre de déformation fixé g, le parametre de chargement Q est une fonction croissante de la vitesse d'application de la
déformation q.

AC A€ Ao

VA
v

Ecrouissage Fluage Relaxation

On dit qu'il y a viscosité pure lorsqu'il existe une relation biunivoque entre le paramétre de chargement Q et le parameétre
vitesse d'application de la déformation C](g(Q, Q):0). De plus nous pouvons avoir une relation linéaire ce qui nous conduit a la
viscosité linéaire avec I'amortisseur linéaire comme modéle analogique :

1l
1l Q=17q

Il est possible d'envisager un modéle plus complet en associant en paralléle un ressort et un amortisseur. On définit ainsi le
modéle de Kelvin-Voigt :
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o, = 77? e=¢,+¢, E

o,=Eg _
o=0,+0 o _
—MWWWA— de, { KO0 gmn)

Les applications sont les polymeéres, le caoutchouc et le bois si la
sollicitation n'est pas trop élevée.

—

3-4 Plasticité

Ce phénoméne traduit I'apparition de déformations irréversibles lorsque la charge est suffisamment grande. Il faut
dépasser le seuil de plasticité. Ainsi, aprés cessation des sollicitations, on constate des déformations permanentes stables. Le temps
n'est pas une variable de I'état de déformation. Ce comportement admet plusieurs formes.

3-4-1  Solide rigide parfaitement plastique

En deca du seuil de plasticité, la déformation est nulle. Dés que I'on a atteint le
seuil, appelé contrainte d'écoulement, la valeur de la déformation est arbitraire, quelle que
soit la vitesse de déformation. Le modéle analogique associé est le patin.

B>
Q

O-S
v |a|<0'S =0
< |O'|ZO'S =7
>
On trouve les applications en mécanique des sols et en mise en forme des métaux.
3-4-2  Solide élastique linéaire parfaitement plastique
Ao En deca du seuil de plasticité, le comportement est élastique linéaire. Au dela,

on retrouve le comportement précédent. On associe le modele rhéologique de Saint-
Venant a ce comportement.

a E
v o
| U| <0, E=&, = E
& |o| =0, &e=¢, +¢, (arbitraire)
(I . N ..
= Ce type de comportement permet de traiter des problémes d'analyse limite

(ruine d'une structure par rotule plastique ...) ou pour certain type d'acier a faible teneur en carbone.

3-4-3  Solide élastoplastique écrouissable

On voit apparaitre une déformation permanente au dela d'un seuil de contrainte o..
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AC N o Ao

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

AN

e t
I S
|7 =

Ecrouissage Fluage Relaxation

Le comportement est donné par les relations suivantes :

o
|0'|<c7s E=E,=—

|G|ZGS £=E,tE, =%+ f(o)

Le modéle analogique associé est le modele de Saint-Venant généralisé. Il est réalisé par des montages séries et paralléles
de ressorts et de patins.

La courbe de traction du modele est linéaire par morceaux. En supposant
les seuils o; rangés dans un ordre croissant, I'¢quation au seuil d'indice j

est:

E.=E E =E. E.

AC M Ce modéle présente la particularité d'avoir une courbe

d'écrouissage de décharge aprés une traction qui se déduit de la courbe
' d'écrouissage en compression par une homothétie de rapport 2 et de
653 T centre M' symétrique du point de décharge M par rapport a l'origine O.

vV ™

Ce comportement se retrouve dans des métaux et alliages a
des températures inférieures au quart de leur température absolue de
fusion.

M'Q=2MP

3-5 Viscoplasticité
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Ce comportement traduit le fait que I'on a des déformations permanentes aprés suppression des sollicitations (plasticité) et
qu'il existe un écoulement de fluage sous sollicitation (viscosité). Il est possible de faire apparaitre des phénomeénes d'élasticité et
éventuellement l'influence de I'écrouissage.

4-  ANISOTROPIE

4-1 Origine de I'anisotropie

En fait on devrait plutdt dire pourquoi on recherche a établir des lois de comportement isotrope. Tous les matériaux sont
anisotropes et, par souci de simplification, le mécanicien essaie d'apporter une loi de comportement isotrope. Une erreur
systématique est commise, mais suivant le matériau, cette erreur est plus ou moins élevée. En général le comportement sera
considéré comme isotrope, mais il existe des cas ou l'erreur associée a cette hypothese est beaucoup trop élevée pour quelle soit
acceptable.

L'isotropie est la caractérisation du fait que la loi de comportement du matériau étudiée est indépendante du systeme d'axe.

On traduit ainsi I'équivalence de toutes les directions. Dans la réalité l'anisotropie constatée peut étre liée soit a la structure propre
du matériau, soit a son procédé d'élaboration et de mise en forme.

4-1-1- Anisotropie de structure

On la rencontre naturellement. Parmi les cas les plus fréquent on peut citer :
les monocristaux métalliques. Par la nature méme des liaisons inter-atomiques, le monocristal est anisotrope.
Toutefois, la juxtaposition aléatoire d'un grand nombre de monocristaux permet d'obtenir un comportement global de structure
isotrope.

les matériaux composites. Dans cette catégorie on peut inclure en particulier le béton armé et les matériaux
composites stratifiés.
les matériaux fibreux naturellement. On trouvera entre autre le bois.

4-1-2- _Anisotropie d'élaboration

Certains matériaux, considérés initialement comme isotropes perdent cette propriété dans le processus de réalisation. On
peut par exemple citer les profilés obtenus par déformations plastiques ainsi que les tdles laminées.

Comme on peut le constater, I'anisotropie est bien présente et il est important d'étre capable d'en tenir compte au niveau
des lois de comportement. On peut faire deux remarques :

* 1l ne faut pas confondre l'anisotropie et I'nétérogénéité d'un matériau. Ces deux aspects sont souvent reliés et la
confusion est aisée. L'hétérogénéité d'un matériau traduit le fait que le comportement du matériau est fonction du point d'étude.
Toujours présente, cette propriété peut étre remplacer par la notion d'homogénéité par des processus de moyennisation. On définit
alors un comportement moyen sur un ensemble de points. Bien entendu les résultats seront beaucoup fonctions de I'erreur commise.
Physiquement, on congoit facilement qu'il est possible de définir un comportement homogene pour de l'acier (d'autan plus que les
résultats d'essais sont souvent globaux), par contre on envisage mal le méme type de comportement sur du béton armé. La notion
d'échelle de I'hétérogénéité par rapport aux dimensions de la structure est un paramétre particuliérement important pour procéder a
une homogeénéisation.

* L'anisotropie peut aussi concerner un comportement élastique que tout autre type de comportement. Dans les faits, par
souci de simplicité, on introduira l'anisotropie simplement sur les lois élastiques, mais il ne faut pas penser que seul ce type de
comportement présente cette caractéristique. Ainsi un comportement initial de type élastique isotrope peut trés bien se transformer
en un comportement plastique anisotrope, l'anisotropie provenant du glissement des joins cristallographiques.
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4-2 Expérimentation sur les matériaux anisotropes

Les difficultés expérimentales sont plus grandes qu'avec les matériaux considérés comme isotropes. Ainsi le résultat d'un
essai de traction sera dépendant de I'orientation de I'éprouvette dans la structure. Ce résultat restera simple a interpréter lorsque
I'essai est réalisé dans une direction principale d'anisotropie.

L'anisotropie se traduit par exemple par le fait que le chargement de pression hydrostatique (0=— pl) n'engendre pas
une déformation homogene. Non seulement on aura dans la matrice représentant le tenseur des déformations des termes diagonaux
différents (511:&322 FEq3 ) mais en plus on pourra trouver hors de la diagonale des termes non nuls.

De méme l'essai de torsion sur éprouvette creuse peut conduire a des déformations de cisaillement non uniformes sur la
circonférence.

Il est donc pratiquement toujours nécessaire de faire une modélisation particuliére pour pouvoir interpréter correctement
les résultats.

Il est enfin important de noter que le nombre d'essais a réaliser pour caractériser le comportement d'un matériau anisotrope
est souvent plus élevé que pour un matériau isotrope.

5-  ANISOTROPIE EN ELASTICITE LINEAIRE

L'élasticite linéaire est la loi de comportement la plus couramment employée. D'une part elle refléte bien le comportement
a faible déformation de nombreux matériaux, d'autre part de nombreuses lois de comportement sont numeriquement traitées
comme étant localement linéaires. On approche ainsi la loi réelle par une suite de segments de droite.

Il est donc tout naturel de s'intéresser a I'incidence de I'anisotropie sur la réponse d'un matériau élastique linéaire.
Il faut toutefois noter que de nombreux paramétres peuvent avoir de I'incidence sur le comportement élastique linéaire. La

température, du fait de I'agitation moléculaire qu'elle engendre, est propice a I'apparition de phénomenes irréversibles. A I'inverse,
le phénomeéne d'écrouissage augmente sensiblement la taille du domaine élastique.

5-1 Les tenseurs d'élasticité

Le comportement élastique linéaire est caractérisé par une relation de linéarité entre le tenseur des contraintes et le tenseur
des déformations. Cette relation prend la forme suivante :

O-ij:KijkI u - o=Kg K tenseur des raideurs

€ =qik O g=aoc  atenseur des complaisances

Les tenseurs ainsi déterminés représentent des applications inverses I'une de l'autre. La connaissance de l'un implique la
connaissance de l'autre. Aussi nous ne nous intéresserons qu'a I'un des deux, a savoir le tenseur des raideurs ou encore tenseur de
rigidité.

M. MAYA Plasticité - Mise en forme Page 16




Michel MAYA
Enseignant en école d’ingénieur retraite

Avec nos hypotheses, c'est a dire théorie du premier ordre pour les contraintes, petites perturbations pour les
déplacements, les tenseurs des contraintes et des déformations sont des tenseurs du second ordre symétriques. Donc le tenseur des
raideurs, qui est un tenseur du quatriéme ordre, présente des particularités :

Tj :Kijkl &y eloy=0; Kijkl :Kjikl
Tjjj =Kijkl &y Bt ey =6y Kijkl :Kijlk

Ainsi le nombre de fonctions indépendantes caractérisant le tenseur de raideur passe de 81 a 36.

Pour continuer les simplifications, il suffit de dire que le comportement élastique est un comportement sans dissipation,
c'est a dire que toutes les évolutions sont réversibles. En particulier la dissipation thermique est nulle. L'application du premier
principe de la thermodynamique nous permet alors d'affirmer que le travail de déformation est égal au potentiel élastique, si la
variation d'énergie cinétique est nulle;

Wy +0Q, =W =d U

Ce travail de déformation est donc une fonction d'état. Sa différentielle est une différentielle totale exacte et on peut
appliquer les relations d'intégrabilité de Cauchy. Ce travail de déformation a I'expression volumique suivante :

deéf
% g

La condition de différentielle totale exacte nous permet alors d'écrire les égalités suivantes :

Jdoy _Jdoy
Og Ok

U]

< Ky =Ky

Ainsi le nombre de fonctions indépendantes pour représenter le tenseur de raideur passe de 36 a 21. Dans le cas le plus
général, il conviendra donc de trouver les essais de caractérisation de ces 21 fonctions.

Dans la pratique ces fonctions sont dépendantes de la température et du temps (vitesse d'application des charges). Comme
on travaille en général dans des plages de température bien définies , relativement limitées et que ces fonctions sont faiblement
dépendantes de la température, on peut facilement les assimilées a des coefficients constants pour une cinétique donnée.

L'identification de ces coefficients élastiques repose sur I'évaluation de la raideur dans des essais statiques (traction-
compression, torsion ...), dans des essais de vibrations ou dans des essais de propagation d'ondes. On constate une différence au
niveau des résultats donnés par ces essais. Cet écart s'explique car les méthodes dynamiques ne permettent pas de prendre en
compte certains mouvements internes visqueux et de ce fait donnent des rigidités un peu plus grandes.

5-2 Convention d'écriture

Le tenseur de raideur est un tenseur d'ordre 4. Il est donc particulierement délicat a expliciter. Les formules développées
sont relativement lourdes. Il convient donc de trouver une méthode qui permette une simplification d'écriture.

La solution réside en des applications linéaires. L'une va nous permettre de passer de I'espace vectoriel de dimension 2

associé aux tenseurs d'ordre 2 vers un espace vectoriel de dimension 1 auquel on associera des tenseurs d'ordre 1. Pour le tenseur
des contraintes, cette application se présente sous la forme suivante :
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Oy
Oy
_ | %n Oy O3
. _ O33
o=\ 0, O, Oy|—>0= _
03=03
O Oz Oy _
03=0y3
01,=0

Par contre pour le tenseur des déformations, on préfére utiliser I'application définie par :

Yo3= 2E53=285,

Y= 265 =2&,

Y12=2&1,=2&,

Ces transformations sur les tenseurs des contraintes et des déformations induisent I'existence d'une application linéaire de
I'espace vectoriel de dimension 4 (associé au tenseur de raideur) vers un espace vectoriel de dimension 2 :

o=Ke > o6=C¢

La nouvelle forme du tenseur de raideur permet alors de lui associer une matrice carrée (6,6) :

On| (G Co G Cu Cs  Cp|féu
Op | |Ca  Cun Cu Cyu Cx  Cu|lép
O |_ Cai Cp Gy Cy Gy Cg || &3
Opn| [Ca  Cw Ci Cu Cis Cull 7
On | |G Cp Gz Gy Co5  Cg || 7a
0,) \Caa  Co2 Ces Cos Cos  Co /\ 712

Compte tenu des conditions d'intégrabilité de Cauchy sur le travail de déformation, nous avons les relations suivantes :

Cp=Cy €y =2Cy Cp=2C;, Cyy=2C 5 Ci=Cy
C3=Cy Cp5= 2 Gy Cx= 2 G, Cys= 2 Cs3  Cue=Ce4
Cp=Csqp Cy= 2¢, Co = 2 Coo Cy= 2 Ces  Cs6 =Ces

Ces relations étant au nombre de 15, nous nous retrouvons bien avec 21 coefficients indépendants.

La structure de la matrice C devient alors :
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Les sous-matrices X, Y et Z étant des matrices (3,3), les matrices X et Y étant symétriques.

Les hypothéses supplémentaires portant sur le degré d'anisotropie du matériau vont nous permettent de diminuer le
nombre des coefficients indépendants.

Ces hypothese portent essentiellement sur les symétries et rotations possibles sans changement de la loi de comportement.
L'invariance du comportement dans un certain type de changement de base ne sera en effet vérifié qu'avec des relations
particulieres du tenseur de raideur.

Pour mettre en évidence ces relations on rappelle les régles de transformation des composantes d'un tenseur dans un
changement de bases orthonormées :

(él,é'z,ég)e(ﬁl,ﬁz,és) 6=a’E, E,=b/e, avec ab}=5/

Pour un tenseur d'ordre 2, ona :

T=t"6 ®€=T"E, ®E, th=b/ b T" TV=a'at’

Pour un tenseur d'ordre 4, on obtient :

T=t"¢g ®6 ®6 ®=T" E ®E,®E,®F, t™ =b/ bbb T™  T"=a'ala‘a t™
Remarque La notation précédente (avec des indices supérieurs et inférieurs) peut choquer a premiére vue mais cette

notation est en conformité avec les notions de variance et de contravariance. Elle permet des écritures avec des simplifications
systématiques. De plus, dans le cas d'une métrique non euclidienne, elle seule permettra de prendre en compte correctement les
nouvelles notions de longueur.

Toutefois, dans un souci de simplicité, nous continuerons a utiliser des notations avec des indices inférieurs pour les
tenseurs.

5-3 Matériau isotrope

L'hypothese d'isotropie impose que la loi de comportement soit indépendante du repere choisi pour I'exprimer. En d'autre
terme, le tenseur de raideur doit étre invariant pour tout changement de base. On peut alors démontrer que la seule forme possible
de ce tenseur est :

Kijkl :/15ij 5k| +ﬂ(5ik 5j| +5" 5jk )
On obtient ainsi la loi de comportement faisant apparaitre les coefficients de Lamé :
Oy =2ug;+Aey O

Avec cette forme de relation, on constate que les directions principales de contraintes sont confondues avec les directions
principales de déformations.

Cette loi de comportement ayant déja été étudiée, nous nous proposons de regarder de plus prés des comportements de
matériaux présentant un certain degré d'anisotropie.

5-4 Matériau orthotrope
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Un milieu est dit orthotrope pour une propriété donnée si cette propriété est invariante par changement de direction
obtenue par symétrie relative a deux plans orthogonaux. On remarque qu'alors la symétrie par rapport au troisiéme plan orthogonal
est automatiquement acquise. Ce mode de comportement est relativement bien réalisé pour le bois (dans certains cas), les
composites unidirectionnels et les produits métalliques laminés.

Supposons que nous ayons une symétrie par rapport au plan de coordonnées x,=0. La matrice de changement de base
traduisant cette symétrie est :

1 0 O
(A0 1 o0
0 0 -1

La relation d'indépendance du tenseur de raideur K dans ce changement va se traduire par le fait que toutes les
composantes K, ayant un nombre impair d'indice 3 sont nulles. Ainsi pour la matrice C on obtient :

Crq = Cyy = Cgy =Cgy =Cy5 =Cp5 =Cys =Cq5 =0
Le tenseur de raideur n'a plus que 13 coefficients indépendants.

Il nous reste maintenant a traduire la condition de symétrie par rapport a un plan orthogonal, par exemple celui de
coordonnées x, =0. On aura donc :

(C15 ):Cm :(Czs Fcze :(035 ):C36 =Cys :(C46 ):0

Il ne reste donc que 9 coefficients indépendants pour traduire le comportement de notre matériau. Dans le repére principal
d'orthotropie, la loi peut se mettre sous la forme :

én 1 Ve Vs 0 0 0 Tu
E, E, E,

Ep || _Ya 1 _ Vs 0 0 0 | %=
E, E, E,

Eg | | — 22 Va2 1 0 0 0 |9

_| E; E, E,
1

Vs 0 0 0 G_23 0 0 ] o
0 0 0 0 i 0

7/31 Gs]_ 0-31
0 0 0 0 0 i

V12 Gy Oy

Les conditions de symétrie se traduisant par les relations
Vip Vo . Vig V| Vs Vi

El EZ El E3 EZ E3

Le matériau est donc caractérisé par 9 coefficients indépendants :
* 3 modules d'élasticité longitudinal E,, E, et E, dans les directions de I'orthotropie.

* 3 modules de cisaillement G,,,G,; etG,,.
* 3 coefficients de contraction v;,, vy, et v,;.
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De plus, des considérations thermodynamiques sur le travail de déformation permettent de démontrer les inégalités
suivantes :

1-v, vy >0 ; 1-v, v, >0 ; 1—-v, v,,>0

1= Vip Vog Var = Vg Vig Vap = Vg Vi = Vay Var = Vap Ve >0

5-5 Matériau isotrope transverse

Un milieu est dit isotrope transverse pour une propriété donnée si cette propriété est invariante par changement de
direction obtenue par rotation autour d'un axe privilégié. Dans ce cas, tout plan passant par I'axe privilégié est un plan de symétrie.
Nous pouvons donc remarquer que le milieu est déja orthotrope.

Imaginons par exemple que l'axe E, soit I'axe d'isotropie. Il est donc nécessaire d'avoir une invariance de la loi de
comportement pour toute rotation définie par :

cosa sinae 0
(A)=| —sina  cosa 0
0 0 1

On congoit facilement qu'en plus des relations du cas orthotrope, on obtienne de nouvelles relations entre les coefficients
élastiques du tenseur de raideur. On aura par exemple :

Kypy=—sin acosa A, Ay, Ky o +{(cos? a—sin? a )A ) A, Ky, . +sin acosa A, Ay, K

22pq

K1, =—SiN @Cos ar(— sin a:cos & K, +8in czcos ar K, )+(cos2 a—sin? a) K 1, +5iN arCOS (= sin arcos a Ky, +8in acos ar K.y, )

Ce qui nous donnera :
. R 2
Cos =SiN? €087 ar(Cy +C,—26,, )+(cOs? ar—sin? & ¢,
a2 2 a2 2
4sin? arcos’® aCy=2sin? acos® a(c,,—C,,)  carc,,=c,
1

D'ou la relation : Ces 25(011_012 )

En définitive on retrouvera 4 nouvelles équations (dont c,, =c,,). Il n'y a donc plus que 5 composantes indépendantes. Les
équations deviennent :
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“u i V2 Vs 0 0 0 u
E, E, E,
Ep | | _ YV 1 v 0 0 0 |92
E, E, E,
Eqg ESE V13 i 0 0 0 O3
_ E, E, E, ( )
20+v,,
Vs 0 0 0 —El 0 0 Oy
0 0 0 0 ! 0
Va1 2G,, O3
0 0 0 0 0 2G1
V12 18 /8 01,

: . o E
Les 4 relations supplémentaires étant: E,=E, Y Ve G,;=G,; ; 2G,=—
E, E, 1+v,

6-  UTILISATION DES MATERIAUX ANISOTROPES

L'emploi de matériaux anisotrope a tendance a se généraliser. Les méthodes de calcul évoluent rapidement et l'aspect
numeérique n'est plus une barriére. Toutefois, pour utiliser correctement ces matériaux, il subsiste encore deux difficultés.

La premiére difficulté est liée a la détermination des constantes élastiques. Certes on congoit bien que le nombre de
paramétres a déterminer étant plus élevé que dans le cas d'un matériau isotrope, il soit nécessaire de faire plus d'expériences de
caractérisation. Mais le nombre d'expérience n'est rien vis a vis du mode opératoire. Il ne faut pas perdre de vue que le matériau
possede des directions particuliéres et que les éprouvettes seront a référencées vis a vis de ces directions. Par exemple, dans le cas
d'un matériau orthotrope, un essai de traction suivant les trois directions d'orthotropie permettra de déduire les trois modules
d'élasticité longitudinal. Mais quel serait le résultat d'un essai de traction mené suivant une direction quelconque?

La seconde difficulté réside dans les calculs de dimensionnement et en particulier dans I'emploi d'un critere. Il est en effet
évident que les critéres utilisés dans le cas d'un matériau isotrope ne seront pas adaptés au cas anisotrope. Il convient donc de
définir de nouveaux critéres. Pour un calcul de prédimensionnement, on pourra utiliser un critére dit de "Hill" qui est I'analogue du
critere de Von-Mises. Toutefois, il convient de bien faire attention au phénomeéne de ruine mis en oeuvre. Ce n'est pas toujours un
dépassement de la limite élastique qui interviendra dans le dimensionnement. On peut par exemple citer le phénoméne de
délaminage des matériaux stratifiés ou encore les pertes d'adhésion dans les matériaux composites.
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PLASTICITE

1- GENERALITES

Nous envisageons d'étudier un comportement de matériau autre que I'élasticité linéaire. Toutefois, afin de simplifier notre
propos, nous considérerons que la viscosité est négligeable et que les sollicitations imposées ne créent pas de dommages
significatifs (fissurations, développement de micro cavitation, ...).

La non prise en compte des phénomeénes de viscosité ne signifie pas nécessairement que les températures soient basses. En
effet, bien que I'élévation de la température soit un facture favorisant pour la viscosité, cette derniere peut apparaitre méme a de
faibles températures. En fait il convient mieux d'avoir des chargements infiniment lents, qui permettent d'avoir des réponses
asymptotiques stabilisées, mais suffisamment rapides pour que le phénomeéne de viscosité ne puisse pas apparaitre.

En ce qui concerne la notion de dommages significatifs elle est tout a fait relative. En effet, il ne faut pas oublier que la
plasticité traduit une irréversibilité thermodynamique du processus de charge. Du point de vue microscopique cette irréversibilité a
essentiellement pour origine la coalescence de défauts voisins. Ce phénoméne irréversible est bien entendu un dommage local.
Toutefois, on peut considérer que, les dommages engendrés n'étant pas facilement observables, il n'existe pas de dommages
significatifs.

Dans la suite, nous allons considérer que le comportement général élastoviscoplastique d'un matériau est essentiellement

élastoplastique. De plus, afin de ne pas compliquer inutilement I'étude, I'élasticité sera considérée comme linéaire. Ainsi on pourra
sans ambiguité attribuer a la plasticité tout aspect non linéaire des comportements étudiés.

2- RAPPELS DE MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

2-1 Rappels sur I'état de contrainte

L'état de contrainte dans un domaine matériel est un état tensoriel. Dans une étude compléte on constate qu'il existe
plusieurs possibilités de représentation de cet état tensoriel. Les différences de représentation sont liées soit a une détermination
particuliére de I'état de contrainte (Tenseur de CAUCHY, tenseur de PIOLAT-KIRCHOFF 1 ou de BOUSSINEQ, tenseur de
PIOLAT-KIRCHOFF 2 ou de PIOLAT-LAGRANGE, tenseur de KIRCHOFF) soit & une théorie plus ou moins simplificatrice.

Dés lors que I'on étudie les possibilité de grandes déformations et de grands déplacements, il convient de bien dissocier
toutes ces représentations. Toutefois, toujours dans le but de ne pas alourdir I'exposé, nous nous contenterons d'utiliser le tenseur
contrainte défini dans le cours de Mécanique des Milieux Continus. Ce dernier représente le convergence des différents tenseurs
pour des états de déformations et de déplacements faibles (hypothése des petites perturbations).

Quelle que soit la représentation tensorielle choisie pour I'état de contrainte, on peut associer une base principale et définir
un état déviatorique associé.
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2-1-1  Base principale - Invariants

Dans une base ()Zl X,, X, ) le tenseur des contraintes est de la forme :

O3 Oy Oz ()21’)22’)23)

Il existe un systéeme d'axes particulier qui représente les "directions propres" de la matrice. Ce repére est appelé le repére
principal des contraintes (N NN, ). Dans cette base la matrice représentant I'état de contrainte prend une forme diagonale :

= O-I 0 O
o= O O'” O
0 0 O (NllNII’Nlll)

La détermination des contraintes principales passe par la diagonalisation de la matrice des contraintes. On doit ainsi
rechercher les solutions de I'équation :

det(a—/ﬁ}o = —2+1, 22 =1, A+1,=0

Quelque soit le systeme de référence (Xl X, X 3) choisit, on doit trouver les mémes valeurs de contraintes principales.
En conséquence les quantités 1., 1, et I, ne doivent pas dépendre du systtme d'axes. Ce sont les invariants du tenseur des
contraintes :

tracedutenseur descontraintes
l,=101, 10,403

O, +0,,+0oy,

—(somme des cofacteurs destermesdeladiagonale )
I,= _((711622 —Oy ? 105,043 _(7232 +t033,0 _(7132 ):_E(Gii OOk ? )

_(O-I 0,+t0,,0,+0,0, )

déterminant de lamatrice des contraintes
= det(gij )

0,0,,0y,

2-1-2  Tenseur déviateur des contraintes

Il est toujours possible de mettre le tenseur des contraintes sous la forme d'une somme d'un tenseur sphérique et d'un
tenseur déviateur de trace nulle :
= = tr(s%O
|

=0, |+

Q|

1
On=rr
3

o ] est le tenseur hydrostatigue.
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s= o est le tenseur déviateur des contraintes.

On a bien évidemment :
0,y =0 Oy O3 .
O avec letr(s):o

O3 Oy O3 —Op

Pour décrire un comportement plastique, on utilise souvent le deuxiéme invariant du tenseur déviateur des contraintes:
1 2\ 1
J 2 Z_E(Sii Sk —Sik ):Esik Sik
3 _1( 2 2 296 2 9c 2 5g 2 )
2 _E Sll +SZZ +SB3 + 312 + SZ3 + S31

1
J, =E[(O_11 O )2 +(022 ~O33 )2 +(O-33 —Ou )2 +6(612 i +0232 +0312 )]

On définit la contrainte octaédrale par la relation :

1
Toct 25\/(011 —Oy )2 +(‘722 —O33 )2 +(O-33 Oy )2 +6(0122 +0232 +(7312 )

On a donc la relation : J,=—7

2-2 Rappels sur |'état de déformation

réle important.

de temps dans la description d'un comportement plastique.

v

&1 &2

2-2-1  Cas des petites déformations
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Le domaine est décrit & I'état de référence par les coordonnées a; a l'instant t=0:

A—D — —
Xs o OP, =3, X
oo // Qe
Trajectoire du point Q/ P — L'état actuel est caractérisé par les variables de position x, &
l'instant t :
S L
—F OP,=x, X,

- t i i

Trajectoire du point V\\ -
[ Le déplacement est alors donné par le champ vectoriel

R — -
ﬁ u (Po ):Po Pt
L}ﬁ Au voisinage du point P,, on peut écrire :
i —
I:)oQo :dai X,

U (Qp)=Q,Q,=U (a; +da;)=U (P,)+dU

dU=du, X,
AU
o|ui=%0|aj

]

Ce qui nous donne :
dU=grad(U)P,Q,

Relation que I'on peut encore écrire :
- = -5 = -
dU=rkP,Q,+sP,Q,

Avec :
T

ZZ:grad (U)+ grad(U)

T

2:=grad (U)- grad(U)

Dans le cas d'un repere cartésien, on obtient :
1| du; Ju,
w5 =t
2| X, X

" _1|{ du; Ju,
T2l x, &

2-2-2  Cas des grandes déformations

Il convient dans ce cas de distinguer I'état actuel de I'état de référence.
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Par rapport a I'état actuel, on envisage un accroissement &
t de la variable temps. On obtient ainsi une différentielle
temporelle des fonctions qui caractérisent I'état thermodynamique
de notre systeme d'étude. Le point P, devient un point P,. Entre
ces deux points, nous pouvons définir le vecteur déplacement
instantané :

SU=PP,

T} On définit alors le tenseur des déformations actuelles :

{ﬁ(&li ), ﬁ(&k)}

X, XK

)

~
B>

1
(&) Py

¥ Xi

Cette fois les dérivations sont faites a partir des coordonnées actuelles.

Interprétation physique des termes
A linstant t, on considére un petit élément de longueur | qui est paralléle a la direction X, (I'élément originel I

n'ayant a priori aucune relation avec la direction X,). A l'instant t + &, la longueur de I'élément est devenue | + &l. On a alors :

.ol
(5‘9 )11 = II-LT T

(58)12 représente la demi-distorsion de I'angle droit ()Zl, )22) a l'instant t.

Remarque: on peut étre amené a définir un tenseur des vitesses de déformations actuelles :
. oc), 1| ov, ov .
(§g)ik :( )Ik e o e
A 2| XK, X,

2-2-3  Déviateur du tenseur des déformations actuelles

De méme que pour le tenseur des contraintes, il est possible d'envisager une décomposition du tenseur des déformations
actuelles en une partie sphérique et une partie déviatorique :
Se=(¢), 1+0e"
La partie sphérique caractérise le changement de volume sans changement de forme, alors que la partie déviatorique

caractérise le changment de forme sans changement de volume.
On peut bien entendu associer trois invariants au déviateur du tenseur des déformations actuelles.

2-3 Relations entre contraintes et déformations

Ces relations traduisent la loi de comportement du matériau employé. Comme il n'existe pas une relation universelle,
chacune des expressions données est déterminée dans un domaine d'emploi bien défini. Ce domaine peut étre défini par de
nombreux parametres (temps, contraintes, température ...).

La premiére relation étudiée dans un cours de mécanique des milieux continus est la relation de I'élasticité linéaire, encore
appelée "loi de Hooke". Cette relation représente une proportionnalité entre I'état de contrainte et I'état de déformation. Dans le cas
d'un matériau homogéne isotrope, ona:
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Cette relation n'est valable que pour un état de sollicitation faible. Des critéres (Von Misés, Tresca, Mohr Caquot ...)
permettent de vérifier la légitimité de I'emploi de cette formule.
Dans le cas de non vérification du critére, il convient d'utiliser une autre loi de comportement.

3- CRITERES DE PLASTICITE

3-1 Position du probléeme

Les résultats d'un essai de traction montrent que le dépassement de la limite élastique fait apparaitre des déformations
permanentes, c'est a dire des déformations résiduelles apres suppression des charges.
A

Expérimentalement, on constate souvent que la
courbe de décharge est une droite parallele a la droite
correspondante au domaine élastique. On peut ainsi
affirmer que la déformation effective est la somme d'une
déformation élastique et d'une déformation purement
plastigue.

Se=(0e )+ (5e )

Plus généralement, on écrira :
(55)ik :(5g)ike + (§€)ik ’

Avec pour la déformation élastique:

/ “s
©s)" | 1
T (55)ik ) Z%é‘aik _é35o'm i

[ /

| ]
[ l

\%

En définitive, il reste a évaluer la déformation plastique (58)ik .

3-2 Surfaces et fonctions de charge

On appelle surface de charge, la surface qui, a l'instant t va délimiter le domaine élastique dans I'espace des contraintes.

Il est a noter que la notion de surface doit étre prise au sens large puisque I'espace des contraintes est un espace vectoriel
de dimension 6 (vu la symétrie du tenseur des contraintes). Ainsi la surface de charge aura une dimension 5. Bien entendu cette
notion d'espace vectoriel de dimension supérieure a 2 ne va pas faciliter la représentation géométrique.

Dans I'espace des contraintes, un état de contrainte est représenté par un point P(O'ik ) L'origine du référentiel est associé

a I'état de contrainte nul (020 :
L'ensemble des points tel que le comportement soit encore élastique est délimité par une surface qui est la surface de
charge. La relation permettant de décrire cette surface est la fonction de charge.
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& L'essai de traction dun matériau fait
J clairement apparaitre la notion d'écrouissage. La

Go limite élastique enregistrée lors de l'essai est

fonction des chargements antérieurs. En particulier,

on constate que cette limite est la plus grande

valeur de contrainte créée lors des essais antérieurs

si ceux-ci ont dépassé la limite élastique existante.

C'est le phénomeéne d'écrouissage.

Ud id

La surface de charge est donc évolutive. L'équation d'une telle surface est de la forme :
f (O'ik & ) ou £est un parameétre d'écrouissage

) A partir de la surface de charge, une

- augmentation de I'état de contrainte (charge) déplacera la

g \ surface, alors qu'une diminution de I'état de contrainte

(décharge) donnera un point a l'intérieur de la surface.

On dit qu'il y a un écrouissage isotrope si la

dilatation de la surface de charge est uniforme dans toutes

‘ les directions. Dans le cas contraire, I'écrouissage est dit
‘ cinématique.

Surface de charge

P(o«)

Cette notion de surface de charge permet de
définir des états de contraintes et de déformations

Domaine élastique équivalents.
/
/
~ Chargeou La contrainte équivalente a un état de contraintes
deformation plastique  plastiques quelconques est la contrainte de traction qui se
/ trouve sur la surface de charge.

La déformation actuelle plastique équivalente est
la déformation qui, associée a la contrainte équivalente,
donne un travail plastique égal au travail plastique réel :

W P =0 -(55)ik P =0 gqui -(55)e'qui P

e Décharge ou
déformation élastique

La notion de fonction de charge conduit naturellement aux critéres de plasticité.

3-3 Principe de Hill

— Le principe de Hill, appelé encore principe du travail plastique maximal, dit que I’état de
A contrainte réel est, parmi ’ensemble des champs de contrainte statiquement admissible,
celui pour lequel le travail plastique est maximal.

- Soit o, un état de contrainte sur la surface de charge (point Q) et soit 6o;, un accroissement de

contrainte qui crée une déformation plastique (55)ik .

Le principe de Hill permet alors d'affirmer que pour tout état de contrainte élastique
o, (point P), le travail plastique associé est inférieur au travail plastique associé a I'état de
contrainte o, .

Ok -(55)ik P Zgik* '(§g)ik P

Onadonc :

M. MAYA Plasticité - Mise en forme Page 29




Michel MAYA
Enseignant en école d’ingénieur retraite

O -(5‘9)ik P _O-ik* -(5‘9)ik P>0

(Jik —oy )(55)ik ">0

* -
Or, dans I'espace des contraintes, (O'ik —O ) représente les composantes du vecteur PQ.
On a donc la relation :

o’ - >\P
9 PQ| ¢ | >0
P Q S . L
Cette inégalité conduit & la convexité de la surface de charge.

D'autre part, on en déduit une condition importante sur la déformation plastique. Considérons en effet le cas ou I'on tend
vers le point Q (situé sur la surface de charge) par deux directions opposées. On désigne par () le plan tangent en Q a la surface de
charge. Les points P et P' étant infiniment proches du point Q, on peut associer des composantes infiniment petites aux vecteurs :

F?Q = do, et P?Q =do,
Ces deux vecteurs appartiennent bien entendu au plan tangent (r). D'autre part si on considére que le point P' est le point
symetrique de P par rapport au point Q, ona:
do' =—doy,
D'aprés le principe de Hill, on donc :
+do, (5g), " =0
Soit :

doy -(5‘9)ik P=0

Cette relation devant étre vraie quelque soit le point P appartenant au plan tangent (), on en déduit que le vecteur de
composante (§g)ik est perpendiculaire a (i) en Q et est dirigé vers I'extérieur. C'est la loi de normalité de la déformation plastique.

A partir de la fonction de charge, on a donc :

of
()" :0,,__5}“

O-Ik
Dans cette expression, 54 est un coefficient de proportionnalité qui dépend de o, , & et de do;, .

3-4 Critere de Von-Mises

Ainsi que nous l'avons déja remarqué, il y a une relation évidente entre la fonction de charge et le critére de limite
d'élasticité. Examinons plus précisément le cas du critére de Von-Misés.

Le critere de Von-Mises revient en fait a limiter la contrainte octaédrique, c'est a dire Jo le deuxieme invariant du tenseur
deviateur des contraintes.

J, :—%(sii Sy —Si }%sik S, = %(5112 +S,, 483, +2S,, +25,,° +23312)
1
I, :E[(O-u O )2 +(022 ~O33 )2 +(O'33 —On )2 +6(O-12 i +O—232 +O—312 )]

Pour tenir compte du phénomene d'écrouissage, nous écrirons :

f(gik’§FJ2_2002:J2_§2

Dans cette expression, o, représente la contrainte limite élastique équivalente (associée a I'essai de traction).

L'utilisation de la loi de la normalité nous conduit au calcul suivant :
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of ot I,

doy, &, doy,
Avec, pour les composantes du tenseur déviateur des contraintes :

Sji=0 ;= 0n 5j| =0 _go-op 50p 5jl

D'ou :
s 1 1
g:é‘ij 5k| _§5i0 5kp 5op §jl :5ij 5k| _géik 5jl
ik
Ce qui nous donne :
of oOf 10f
o :éS ij ki 33 5ik51|
ik il il
Mais nous avons les relations :
of of
_5ij Oy=—"—
ésjl By
f f f f f
5_5"( 5j| =§ik 5_511 :5ik(a ’ 7 + 7 ]:5ik (311+522+533)=O
a"’jl &’jl By By By
D'ou le résultat :
of _ﬁ_s
aoy By §

On en déduit donc pour la loi de comportement en plasticité :
(5‘9)ik P=s, oA

3-4-1  Incompressibilité plastique

La formule précédente nous permet de calculer la dilatation volumique plastique :
(50)° =(0¢),." 5, =S, OAS, =J,5A=0

1
Ainsi la déformation plastique pure est un déviateur. En pratique on constate effectivement que I'équivalent du coefficient

de Poisson a une valeur de 0,5 pour un comportement plastique.

3-4-2  Contrainte équivalente

L'état de contrainte équivalent étant un état de traction, le tenseur des contraintes associé est de la forme :

_ (O 0 O
o= 0 0 O
0 0 O

Par la fonction de charge, on peut calculer la contrainte équivalente :

1
f(aik’g)sz_fzzgzaéquiz_fz

1
O squi =3J 2 =E[(O-11 Oy )2 +(622 —O33 )2 +(O-33 Oy )2 +6((712 ’ +(7232 +O_312 )]
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3-4-3  Expression du coefficient de proportionnalité

On rappelle que le coefficient de proportionalité est donné par la relation :

oe).” :ﬁéi
ik é,

ik
Sachant que d'autre partona:
W P=c, -(55)ik P =0 gqui -(5‘9)e’qui P
On peut en déduire :
G (0 s
52’: equi

Oig-

oy,
Mais de plus, dans le cas du critére de Von-Mises, on peut écrire :

of
Ok P =0 Sik :(Sik +0, 0y )Sik =Sy Sik 107 O Sik
ik
Avec le tenseur déviateur, nous avons :
§ik Sik =J 1 =0
On obtient :

2

2
Ok 'O,,—zsik Sic=2J, =§O-équi

O ik

Ce qui nous permet d'expliciter le coefficient de proportionnalité :
p

2 O-équi

3-4-4  Déformation actuelle plastique équivalente

Les expressions précédentes nous permettent d'écrire :

oc)... "
(5g)ik P =S, OA=S, gm

équi
Ce qui nous donne :
2
9 (5‘9 )é i 3 2
(5‘9)ik P (5€)ik P :Z O_—q Sik Sik =E((5‘9)équi P )
équi

On obtient donc :
((58)équi P )2 :é(dg)ik P (58)“< P :g\] '2

A partir de cette formulation incrémentale, on peut alors donner l'expression de la déformation actuelle plastique

équivalente ou cumulée :
t

& P = (5‘9 )équi P

équi =0

4- RELATIONS DE HENCKY-MISES
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L'étude précédente nous a montré que I'on pouvait relier I'état de déformation plastique a un état équivalent en traction. Il
nous reste maintenant a exploiter les résultats de I'essai de traction pour en déduire une loi de comportement plastique.

4-1 Hypothese d'écrouissage

L'équation de la surface de charge est donc :

2 2
f(aikvé:):Jz_ZGo =J,-¢"=0
Comme nous avons pu le constater, le deuxiéme invariant du tenseur déviateur des contraintes J, est une fonction de la
contrainte équivalente o,

équi *

D'autre part, on formule I'hypothése que le paramétre d'écrouissage & dépent de la déformation plastique équivalente
p

ge’qui '

On peut donc dire que la surface de charge induit des relations entre la contrainte équivalente et la déformation plastique
équivalente.

p_ _h1 p
géqui _h(ae’qui ) Géqui =h (géqui )

Ces relations nous permettent de tracer la courbe d'écrouissage :
s i Cette courbe fait en particulier apparaitre le module tangent plastique E,” qui est
ae”% @ I'équivalent local dans le domaine plastique du module d"Young.

Dans le cas de l'essai de traction, ona :

;tsi 0,=0 o,=0

0
Les déformations plastiques engendrées sont :

0, =0 =0 :g

v

N 1 P p
(5 ),P:5T| (58),P:(§$),P:—%5I—I (incompressibilité plastique)

La deformation actuelle équivalente plastique est :

() V=2 (Bt ) 2 )

2

4-2 Relations de PRANDTL - REUSS

Onadonc :

Se). P
(5g)ikngsik( 5)equ.

équi
De plus I'hypothése d'écrouissage nous donne :

p_
Esqui _h(aéqui )

On en déduit :
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Ce qui nous permet d'écrire :

o 3 oo
(5g)ik _Esik W

t équi

équi

Pour avoir la loi de comportement, il faut rajouter la partie élastique :
3 00 l4v v
(5€)ik =7 Sik =+ 60y ——=300 , 6
P E E
2 Et O-e’qui

Cette loi de comportement du domaine élastoplastique porte le nom de loi de PRANDTL-REUSS.

4-3 Relations de HENCKY - MISES

La loi précédente est une loi incrémentale. Pour définir I'état de déformation final, on est obligé de connaitre le trajet de
chargement suivi.

L'hypothése la plus simple correspond & un chargement radial, c'est a dire un chargement proportionnel a un seul
paramétre :
T _cte= n Vi, k

o-équi

On peut alors intégrer les increments de déplacement. Par exemple, pour le calcul de la déformation linéaire dans la
direction X, ona:

t O,t+0 h(O' équi ) 1
_L (5‘9 )11 :(0_11 = 5 = J . = [0_11 _V(U 227033 )]
équi
Pour la distortion angulaire :

A partir de ces formules, on peut définir le graphique suivant :

D
O_équi
On peut en déduire la relation :
O i_h(o-équi ) i
Es O squi E
o Cette relation nous conduit alors aux formules de Hencky - Misés

&£ équi
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' 1 h(o_e LII)E vE
J.to (é‘g)lle_S On ( Zaqeqm >+ ESJ(O'zz-i-Ggs)]
' 1 | h(o-e UI)E vE ]
J;O (58)22_E_s 2 [ Zocjeqw : : ES](O-22+611)
: 1] [(howE vE ‘
e P
.r (55)ij :ﬁ£1 h(o-equ')ES +VES }—(h(GéQUi) IV J'lé‘ij J;O N Es L ® 20 i E BT |
t E 204 E 204, E t Oy h(cw)Es VE
j (5‘9)23:_ 1+ +
o ES 2O-équi E
h E
r (58)312& 1+ (O-eqw) S +VES
o ES 2Gequi E
h E
It (58)1222 1+ (O-eqw) S +VE
o ES 2O-equi E

5-  EXEMPLES

5-1 Exemple dans le cas d'un essai de traction

Le tenseur des contraintes est de la forme :

_ (o 0 O
o=0 0 O avec o=—
0O 0 O

Les formules précédentes nous montrent que les directions principales restent fixes. De plus nous avons :

t
J‘to (5‘9 )11 :Ei

S

t o (h(ow)Es VEs
J.to (5‘9)22— E k 2; E J.to (5‘9)33

équi

On peut alors définir un coefficient de Poisson rationnel :
t
@) h(04)Es VE,
= ,
L (55)11 20 i E
0

Ce qui nous donne dans un systéme d'axe quelconque :

t 1+v v
[ (62)y=—0y—1.5,
t" Es Es
Ces formules rappellent les formules d'élasticité linéaire.
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5-2 Traction et torsion d'un tube mince

N—D
Ez On considere un tube d'épaisseur e, et de longueur 1, en dimensions initiales

(eo I, ) . Ce tube étant soumis a une sollicitation combinée de traction et torsion, les
dimensions sont e et | a un instant donné. L'état de contrainte est de la forme :

\5%/ (0 0 0
oc=0 0 ¢
7/ 0 7 o (Er,ﬁg,éz)
| Pour les déformations actuelles on a :
% 0
L e
q / (6e)| 0 OF o=
h \ r 2
~/ o ree ol \EE,E,)
—P ""AEH 2l |
Er ~ |
% W

Au cours de I'expérience, on mesure la longueur | et I'angle .

Les relations de Prandtl et Reuss nous donnent :

(58) :5_I20- h’ (O-éCIUi )éb-équi I oo
z I UéqUi =

(58) = roa :ET h’ (O-équi )5O-équi . 52'(1+v)
: ZI 2 Ge’qui E

Trés souvent on prend la fonction h sous la forme suivante :

€ squi g :A[(O-e'qui )m _(O-e )m ]:h(aéqui )

Dans cette formule, les coefficients A et m sont des constantes déterminées expérimentalement.

On obtient :
h' (O'équi ):Am(o-équi )mil

D'ou les équations :

Pour intégrer ces relations, nous allons considérer un chargement en deux étapes.
Premiére étape : Traction seule

Les équations nous donnent :
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D'ou:

it =Alo) + Zscte=Alo) (o, " |2

ol

Deuxiéme étape : Traction constante et torsion

La contrainte équivalente est alors :

O equi = ;(20 +672 ) 0'1’1+?:—22

Pour pouvoir intégrer, on effectue le changement de variable :
T
u=+/3—
o

D'ou :

Onaalors :

%zmpfm(lwz)mz_sd(ljtuz)

Ainsi, le couple de torsion contribue a un allongement axial non nul. On obtient :

=" Aglm {(1+u 2 )mT_l —1}

l, =

Drautre part, on peut calculer I'angle de torsion :
m-3
%z?(a)m mAu(l+u?) 2 d(t+u? < aul+v)

En considérant que l'on a :
«aréo I peo o

J— oL =——
o 21 2% 2l

ra 3 o u(1+v)

— —m 1+u | 2 du

On obtient :
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LES ETATS D'APPROXIMATIONS

Les états d'approximations permettent d'obtenir un encadrement numérique de la solution d'un probléme mécanique. On
joue sur la dualité contrainte - déformation dans la description de I'énergie de déformation.

En fait on démontre que pour un probléme posé, la solution est soit celle qui minimise une fonctionnelle d'un sous-espace
des tenseurs déformations, soit celle qui maximise une autre fonctionnelle d'un sous-espace des tenseurs contraintes.

Afin de fixer les idées, nous allons traiter un exemple intégrant une loi de comportement plastique.

1- PLASTICITE PARFAITE

1-1 Matériau élastique parfaitement plastigue

Les relations de Hencky-Misés sont relativement générales et elles permettent de traiter de nombreux problémes.
Toutefois, elles sont d'une mise en oeuvre relativement compliquée et elles sont mal adaptées a la recherche d'une solution
numeérique rapide et approchée.

L'inconvénient majeur provient de la complexité de la formulation numérique de la loi de comportement. Lorsque I'on
cherche a établir rapidement une solution, il peut étre intéressant de changer la modélisation de la loi de comportement. La
formulation la plus simple permettant de prendre en compte le phénoméne de plasticité est la modélisation du matériau élastique
parfaitement plastique.

Aaéqui _ Expériment,alement on cons_tate que les défc_)rmations

plastiques engendrées par un accroissement de contrainte sont
beaucoup plus élevées que les déformations élastiques. On peut donc
considérer que la courbe d'écrouissage est approximativement une
droite horizontale (écrouissage nul).

Ce modéle présente d'une part l'avantage d'étre sécurisant
par rapport a la réalité, d'autre part il traduit relativement bien le cas
des matériaux présentants un palier d'écoulement.

& équi
B

Considérons le cas d'une structure hyperstatique a laquelle on impose des forces extérieures croissantes
proportionnellement a un facteur de charge unique (cas d'un chargement radial). Cette
IE structure est réalisée avec un matériau élastique parfaitement plastique.

3 Ap Tant que le chargement est relativement faible, les déformations engendrées
restent dans le domaine élastique. Le parametre de charge est alors inférieur a une
valeur limite :

A< A,

D

Dés que l'on dépasse cette valeur limite, la plasticité apparait, mais elle reste contenue par les déformations élastiques.
Progressivement des mobilités internes dues a des zones plastifiées vont apparaitre. A partir d'une valeur seuil pour le paramétre, le
systéme se transforme en mécanisme :

A=A,
On obtient alors le phénomene de ruine.
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Si on a un chargement a n parametres (4, ,i=1...n), I'ensemble des chargements seuils forment une surface dans I'espace a
n dimensions. C'est la frontiére d'écoulement du systéme.

1-2 Matériau rigide parfaitement plastigue

Z& O équi

Les déformations élastiques étant trés faibles devant les
déformations plastiques, on peut trés ignorer la phase élastique
o dans le chargement. Le modéle de loi de comportement devient
alors le modele rigide parfaitement plastique.

Ce modéle est encore plus simple que le précédent car il
ne nécessite aucun calcul de type €élastique.
& equi

1-3 Rotule plastique

1-3-1  Elastique parfaitement plastique

Considérons le cas d'une poutre droite sollicitée en flexion pure (effort tranchant nul). Dans une section d'abscisse x le
moment de flexion est M ; . On peut alors associer un état de contrainte. Si on considere que le chargement est radial, le moment

de flexion est proportionnel au paramétre de chargement A . Pour les valeurs du parameétre faibles, I'état de contrainte est élastique.
Lorsque A augmente, on atteint la contrainte d'écoulement plastique dans les fibres les plus éloignées de l'axe neutre. Le
coefficient A passe progressivement de la valeur A, (début de la plasticité) a la valeur A, (plasticité de toutes les fibres de la
section). C'est l'apparition de la rotule plastique qui est en fait une ruine locale de la poutre. A chacun de ces états on peut associer

My,).

une valeur du moment de flexion (M ¢ M e

1-3-2  Rigide parfaitement plastique

Reprenons I'exemple de la poutre en flexion pure. Si on admet que la loi de comportement est rigide parfaitement
plastique, le diagramme représentatif des contraintes dans une section droite est de la forme rectangulaire, la contrainte sur une
fibre ne pouvant qu'étre nulle ou étre a la valeur de la contrainte d'écoulement plastique. Il n'y a donc plus qu'un état limite
correspondant a la rotule plastique.

Il est obtenu lorsque toutes les fibres sont sollicitées par une
contrainte égale a la contrainte d'écoulement plastique. 1l est a noter
que la valeur du moment de flexion limite est la méme que dans le
cas d'un comportement élastique parfaitement plastique. Seules les
valeurs des déformations et des déplacements (fleches) seront
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différentes. 1l est a noter que la distribution des contraintes n'est pas nécessairement symétrique par rapport a I'axe neutre.
2- LES METHODES D'ENCADREMENT

Nous considérons que le matériau a un comportement rigide parfaitement plastique. Donc dans le calcul de I'énergie de
déformation, seule la déformation plastique interviendra. Ainsi le principe du travail plastique maximal de Hill nous conduira a
I'inégalité :

(O'ik _O-ik* )(5‘9)ik :(Gik _O-ik* )(58)ik P>0

2-1 Rappels

Un champ de contrainte est dit statiquement admissible (SA) pour une structure donnée s'il satisfait aux équations
d'équilibre et s'il respecte les conditions aux limites sur les forces.

Un champ de déformation est dit cinématiquement admissible (CA) pour une structure donnée s'il dérive d'un champ de
déplacement (vérification des équations de compatibilité) et si le champ de déplacement dont il dérive permet de vérifier les
conditions aux limites sur les déplacements.

Dans le cas d'un champ de déformations actuelles nous aurons :

D'autre part, le théoréme des travaux virtuels est le suivant :

Pour tout champ de contrainte statiquement admissible associé a un champ de déformation cinématiquement
admissible, le travail des efforts extérieurs est égal au travail de déformation de la structure augmenté du travail des quantités
d'accélération galiléennes.

[0 ds+[ pf, u;dv=[ o, (5), dv+[ py, du, dv

[4,0u,ds+[ g, U, ds+[ pf, 8, dv=] &, (&), dv+[ py, S dv

Dans la deuxiéme expression, le travail des forces extérieures surfaciques a été partagé en deux. D'une part on considere
le travail des efforts imposés ¢, sur des déplacements inconnus, d'autre part on a le travail des forces inconnues sur des

déplacements imposés 5_u, (qui sont trés souvent nuls).

Remarque : Dans son application, ce théoréme présente parfois des inconvénients. On lui préfére alors le théoréme
des puissances virtuelles dont I'énoncé est le suivant :

Pour tout champ de contrainte statiqguement admissible associé a un champ de déformation cinématiquement
admissible, la puissance des efforts extérieurs est égal a la puissance de déformation de la structure augmentée de la puissance
des quantités d'accélération galiléennes.

(4,00, 05+[ ¢, 50, ds+[ p, 8, dv=[ o, (5}) dv+] oy, v, dv
ij

2-2 Définitions
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Un champ de contraintes est dit licite s'il est statiquement et plastiqguement admissible (SPA), c'est a dire si en plus d'étre
SA il respecte le critére de plasticité en tous points.

Les chargements créants un champ de contrainte SPA sont appelés chargements licites. La structure ne peut supporter
que ce type de chargement.

Un champ de déformations actuelles est dit plastiquement admissible s'il est relié a un champ de contrainte
plastiquement admissible par la loi de comportement.

Un champ de déformations actuelles est dit licite s'il est cinématiquement et plastiquement admissible (CPA).

2-3 Théoréme cinématique ou de la borne supérieure

Enoncé

Soit 8" un champ de déformations actuelles licite, soit su” le champ de déplacement dont il dérive et soit o~ un tenseur
contrainte lié par la loi d'écoulement.

La fonctionnelle G(é‘u*j:_[aij*(6g)ij*dv+'[p7iéUi*dV—J‘pfiéUi*dv—J'qzé'lJi*ds est minimale pour le

champ de déplacement gu solution du probléme.

Démonstration

Pour un champ de déformations actuelles licite, le théoréme des travaux virtuels nous donne :
[g,0u ds+[ g ds+[ pf du," dv=[ o, (5)," v+ py, o, " dv
En particulier, dans le cas du champ de déformations réelles :
[4,0u,ds+[ g, &, ds+[ pf, 8, dv=] &, (&), dv+[ py, S dv
La premiére équation peut encore s écrire
j¢5u ds= ja” 5¢); dV+_[p7/,5U dv— jpfaJ dv— j¢5u ds
Compte-tenu du principe du travail plasthue maX|maI, nous pouvons écrire :
Iau 58 “dv< Ia dv
Ce qui nous donne :
L¢i57ids ja” 5¢); dv+jpy,m dv— J'pf S, dv-J’¢ su."ds
En utilisant la relation donnée dans le cas du champ de deformatlons réelle, on obtient :
ja Se leV+Ip7,5lJ dv— jpf A, dv—j¢ s, ds<ja dV+Ip7/,5U dv— jpf S, dv—j¢ su.”ds

- e *
Ce qui nous prouve bien que la fonctionnelle G(&J*j=.[ ot (58)ij dV+I Py, M, dV—J',ofi o, dV—I @, 0u; ds
\' 2 \ S
est minimale pour le champ de déplacement 51 solution du probléme.

2-4 Théoréme statique ou de la borne inférieure

Enoncé
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Soit o~ un champ de contrainte licite et soient ¢ les vecteurs contraintes qui s'en déduisent sur la surface. La

fonctionnelle H (O'*jZI ¢i* ou;ds est maximale pour le champ de contrainte & solution du probleme.
S

Démonstration

Pour un champ de contrainte licite quelconque o, le théoréme des travaux virtuels nous donne :
[4,0uds+[ 8" A ds+[ pf, du dv= o (5), dv+[ py, S, dv

En particulier pour ole champ de contrainte solution nous avons :
[4,0u,ds+[ g, U, ds+[ pf, 8, dv=] &, (&), dv+[ py, S dv

Par soustraction, on peut écrire :

L<¢‘ 4 )57' ds:jv(aii oy X55 ); dv

D'apreés le principe du travail plastique maximal, cette expression est toujours positive. On en déduit que la fonctionnelle

H (O'*jZI ¢i* o, ds est maximale pour le champ de contrainte & solution du probléme.
S
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3- APPLICATIONS A LA MISE EN FORME

Lors de la réalisation d'une nouvelle piece, l'ingénieur a besoin de savoir rapidement si son matériel peut fournir la
puissance nécessaire a la mise en forme et si la machine supportera les efforts mis en jeu. En général un ordre de grandeur peut
suffire et il est inutile de faire une modélisation numérique fine de type éléments finis. Comme de plus il est possible d'avoir un
encadrement de la solution, on peut alors se contenter de méthodes approximatives.

3-1 Meéthode des tranches

Cette méthode permet de calculer une valeur approximative des efforts moteurs en prenant en compte le phénomeéne de
frottement au niveau du contact piéce - outil.

3-1-1  Idées générales

On découpe par la pensée le matériau en tranches respectant la symétrie du probléme. Ces tranches sont par exemple
infiniment minces selon la direction (O; EX).

On formule alors I'nypothése que la direction E, est une direction principale, les deux autres étant bien entendu
perpendiculaires. Les contraintes principales sont constantes dans une tranche d'épaisseur dx. Les forces appliquées a la tranche
d'épaisseur dx résultent d'une part des contraintes, d'autre part des efforts de frottement de I'outil a la surface de la tranche.
Toutefois la présence de ces forces de frottement ne perturbe pas la répartition des contraintes. On peut choisir un modéle
frottement particulier.

Aprés avoir énoncé ces hypotheses, la suite de la méthode consiste a écrire les équations d'équilibre d'une tranche.
L'application d'un critére de plasticité permet d'établir une relation entre les contraintes principales. Une deuxiéme relation est
obtenue a partir de lI'application de la loi d'écoulement.

L'intégration de I'équation différentielle générée donne une contrainte principale en utilisant les conditions aux limites.
Ensuite, un petit calcul numérique permet d'avoir les efforts résultant de la répartition des contraines.

3-1-2  Forgeage d'une barre

Nous allons présenter cette méthode sur I'exemple de forgeage d'une barre.
On considére une barre parallélépipédique de hauteur h, de largeur 2a et de longueur |. Placée entre les deux plateaux
d'une presse, on impose un effort pour écraser la barre.

L'objectif étant de déterminer grossierement cet effort, on formule les hypothéses simplificatrices suivantes :
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AEB
Y * la longueur étant supposée trés grande devant les autres
dimensions, on considére que I'état de déformation est plan.
* Les plateaux de la presse sont rigides (indéformables).
* Le matériau constituant la barre a un comportement rigide
plastique.
a a * Comme on s'intéresse au début de la mise en forme et vu les
/~ conditions de symétrie, on supposera que les axes (E, ,E,E, ) sont les axes
X / o .
h T i |/ principaux de contrainte.
* On suppose que I'état de contrainte ne dépend que la variable de
/ position x.
/ — . S .
/ Ex * Le frottement de l'outil est représenté par une contrainte
> tangentielle 7 sur la surface de contact.
Modéle de Coulomb

La caractérisation du frottement passe par un modele.

La contrainte tangentielle z est proportionnelle a la contrainte normale de la surface de contact o, mais reste limitée a
(Critere de Von Misés).

Modele de la couche limite

la valeur de glissement z, . En pratique cette valeur limite est prise égale a la limite d'écoulement du matériau divisé par J3

m
T=

Ng

La contrainte tangentielle z est proportionnelle & la limite d'écoulement du matériau.
La valeur du coefficient de proportionnalité est fonction de la nature du contact :
contact parfaitement lubrifié :

Oy

m=0
contact parfaitement collant : m=1

En fait, dans ce modeéle, tout se passe comme si a l'interface il y avait
Presse une couche mince parfaitement adhérente a l'outil et a la piece, couche réalisée
BRREEEEEES SR BEEEEID dans un matériau de contrainte d'écoulement m o,.
BB Interface o) 0
RRIRRRRRK RRIIRRIAKKKY
NN A N
D0 Matigre N

En pratique, pour les opérations & chaud on se trouve souvent dans des
conditions de contact collant (m = 1).
I'étude.

De toute facon il est possible de déterminer expérimentalement une
valeur du coefficient m (test de I'anneau).

Oy

Comme le modéle de couche limite convient mieux pour la mise en forme a chaud, nous allons le retenir pour la suite de
L'équation d'équilibre d'une tranche d'épaisseur dx prise sur le coté x positif nous
donne :
do, 2z 2 m
== O
dx h J3h°
_oxX) ox(x+dX)

L'intégration de cette équation avec la condition o,, (x =a)=0 nous donne :

2m

O=

N (x-a)o, <0
: ?

compression

Le calcul de l'effort de forgeage passe par la détermination des contraintes o, .
Pour obtenir ces derniéres, nous utilisons la loi de la normalité :
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(55 )ik P :ﬂé‘l

a0y,

En négligeant la déformation élastique (rigide plastique), cette loi de normalité devient :
of
(8 )y=——062
o

ik

En utilisant le critére de Von Misés, la fonction de charge est :
2 2
f(aik,§)=J2—2(70 =J,-¢

ot of
doy By
On peut ainsi calculer la déformation axiale actuelle :

(58)22 =SZZ 51:(622 O-XX +o-yy +O_ZZ Jé‘l

3
Dans I'hypothése de déformation plane :
(58)22 =O

D'ou :

ik

On obtient donc :

Oy Z%(Gxx +ny )

D'autre part, le critere de Von Misés nous permet d'écrire :

w0y ) 4loy -0, o, -0 ) =20,
oo, )+o,-o,)+Ho,-0,) =20,

Compte tenu de la loi de comportement rigide plastique, comme la contrainte d'écoulement est constante et est égale a la

limite élastique du matériau, la fonction d'écrouissage est :

0,=0,
On aainsi :
( )2 _4 2
OOy —506
Ce qui nous donne :
2
O Oyw="=0¢
J3
On peut donc en déduire la contrainte normale axiale :
A 2 m
Oy Oy zﬁae |:F(X_a)71j|
O yymax La représentation fait apparaitre une répartition linéaire
décroissante. C'est la colline de frottement. 1l est alors possible de
calculer I'effort de compression :
a
20. F=-2I[ o, dx
s 2 ma
F=—laoc,| —+2
J3 h
—b
_a a Ex
— B *m e e e
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Remarque : on peut généraliser cette méthode a la déformation d'un corps a symétrie cylindrique. Les tranches sont
alors des anneaux d'épaisseur dr.

3-2 Meéthode de la borne supérieure

Cette méthode, qui demande une certaine expérience pour donner de bons résultats, peut conduire assez rapidement a une
valeur majorante de I'effort. De plus, elle peut donner une assez bonne approximation du champ de déplacement de la matiére.

N
Pour exposer la méthode, nous allons prendre I'exemple du
F poingonnement d'un massif semi-infini.
u L'application du théoréme de la borne supérieure nécessite le choix
d'un champ de déformations actuelles licites. Parmi cet ensemble de champ
, le champ de déformation réel est celui qui minimise la fonctionnelle

G(&T J:-[vaij ’ (5‘9)ij ) dv+.fvpyi &, dv- .[V'D fLau; dV_IsZi&J s

La démonstration du théoréme nous avait conduit a la relation :
[#uds<| oy (68)," dv+[ py o, dv—| pf U, dv— 4 o, " ds

Dans cette inegalité, le premier membre représente le travail réel des forces inconnues sur les deplacements imposés
(travail des reactions d'appuis). Ce terme est souvent nul (appuis fixes) et dans tous les cas positif.

Nous allons admettre que les forces de volume par unité de volume sont négligeables et que le probléme est quasi statique.
La fonctionnelle devient alors :

G(a_f ) j: [oy (), dv—[ 4 6u,"ds

Le théoreme devient donc :
[y (68), dv=] g o, ds

Quelque soit le champ de déformation licite choisi, I'énergie dissipée par déformation plastique et frottement est
supérieure & I'énergie motrice.

Ainsi, pour faire un calcul majorant de I'effort de poingonnement, il faut définir un champ de déformation licite, c'est a
dire un champ de déformation qui respecte les conditions aux limites sur les déplacements, les équations de compatibilité et la loi
de comportement plastique.

3-2-1  Choix des déplacements

Afin d'éviter les problémes de compatibilité, on va directement choisir un champ de déplacement. Ce dernier va étre
déterminé a partir de I'idée que I'on peut se faire de I'écoulement réel.
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L < el

Le contact piece - outil étant un contact avec frottement, on peut concevoir que le métal directement en contact avec I'outil
n'a qu'un déplacement dans le sens de la pénétration. D'autre part, on imagine aisément la formation d'un bourrelet de matiére au
voisinage de l'outil.

L'idée que I'on peut se faire de I'écoulement commencant est la suivante :

Un coin de matiére A est enfoncé par I'outil dans la piece. Ce coin supposé rigide déplace horizontalement de la matiére.
Pour pouvoir se déplacer, les deux blocs B font remonter de la matiére sous forme de blocs rigides C. L'ensemble de ces
déplacements est limité dans I'espace, I'action de poingonnement n'ayant des effets qu'au voisinage du poingon.

l On peut considérer les zones suivantes :
* zone A formant le coin sous le poingon
* deux zones latérales B s'écoulant latéralement
C~ * deux zones C définissant le métal remontant (formation du
—= bourrelet)
* une zone D de métal ne participant pas a I'écoulement

Les hypotheses formulées sont les suivantes :
Les zones ont un comportement de solides rigides.
Le déplacement étant uniforme dans chaque zone, le travail de déformation va étre traduit par le travail des
efforts de cisaillement au contact des différentes zones.

L'énergie est donc essentiellement dissipée aux frontiéres.

Pour aider & la compréhension, on utilise un diagramme des déplacements. Chaque zone est représentée par un point dans ce
diagramme. Pour la construction de ce diagramme, on utilise la relation d'incompressibilité de la matiére. En effet, en vertu de cette
relation, on peut dire que pour le champ de déplacement la composante normale & une ligne de séparation de zone doit étre
continue a la traversée de la ligne de séparation. On traduit ainsi la continuité du débit de matiére a la traversée de la ligne de
séparation.

En d'autres termes, le déplacement relatif d'une zone par rapport a une autre zone adjacente ne peut qu'étre paralléle a la
ligne de séparation de cette zone.

Dans notre exemple la contruction de ce diagramme des déplacements se fait de la fagon suivante :

La zone D ayant un déplacement absolu nul, le point représentatif est confondu avec I'origine.

La zone A ayant un déplacement vertical, le point représentatif est sur I'axe vertical. De plus, comme la valeur du

déplacement est connu (éU) on peut définir la position exacte du point représentatif.
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Aé‘uy
C C
O Ux
b b
d |~
Su
a

Pour obtenir le point représentatif de la zone B, on trace une
droite parallele a la ligne de glissement AB passant par le point
représentatif de la zone B et on trace une droite paralléle a la ligne de
glissement BD passant par le point représentatif de la zone D.
L'intersection de ces deux droites donne le point représentatif de la
zone B.

On recommence une construction similaire a la précédente
pour avoir le point représentatif de la zone C.

Dans cet exemple, on constate que le diagramme obtenu est
fonction d'un paramétre, par exemple la profondeur de la couche
déformée. Prenons arbitrairement une profondeur égale a la demi
largeur de I'outil. On obtient ainsi des triangles rectangles isoceles et
les calculs sont simplifiés.

Le diagramme ainsi défini permet de relever les discontinuité

du champ de déplacement a la traversée des lignes de séparation.

Contact entre la zone A et la zone B

Contact entre la zone B et la zone C

Contact entre la zone C et la zone D |A 6u)|:5‘/
V2
Contact entre la zone D et la zone B |A §u)|=5u
3-2-2 _ Calcul de I'énergie dissipée
Considérons le contact entre deux solides indéformables I et Ill. Imaginons qu'il existe un matériau déformable Il

d'épaisseur e entre ces deux solides. On peut alors calculer I'énergie dissipée dans cette couche déformable lors du glissement

relatif des deux solides.

En considérant que la couche Il est trés mince et qu'elle est parfaitement adhérente aux deux solides, on peut faire
I'nypothése que la discontinuité de glissement entre les deux solides est répartie linéairement dans la couche Il. Ainsi dans le
reférentiel choisi de tel sorte que l'axe E, soit I'axe normal a la surface de contact et que l'axe E, représente l'axe de la

discontinuité de déplacement, on peut préciser les déplacements :

_B
AEx

ou

surl'axe E,  6u, =0
X<0 &, =0
o X
sur I'axe E, <0<x<e U, =—dU,,,
e
e<x U, =,
surl'axe E, 6u,=0
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0 aJrﬂa)( O
2e
G dm o g
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0 0o o (E,.E,.E,)

En supposant que le critére de Von Misés est utilisable, on peut calculer la déformation actuelle équivalente par la relation

(5‘9)équi =(55)e’qui P =\/§(5g)ik P (5‘9)ik P =\/§(§g)ik (53)ik

On obtient alors :

ou
5 | ——_max
( g)equl e\/§

D'autre part pour un matériau rigide plastique, la contrainte équivalente est égale a la contrainte d'écoulement o,.

Ainsi I'énergie dissipée par unité de volume de matériau déformé est :

é\N :Ge (ég)équi :GeeaJTmax

On peut alors définir I'énergie dissipée par unité de surface de contact :
— Uea'lmax

SW. =
3

Comme cette énergie est indépendante de I'épaisseur du matériau déformable II, la relation reste valable méme en
I'absence du matériau (épaisseur nulle). On peut donc utiliser le résultat précédent pour calculer la dissipation totale d'énergie sur

toutes les surfaces de contacts.

Les expressions suivantes sont calculées en considérant que I'on travaille avec une tranche d'outil d'épaisseur unité :

Lignes Surface (longueur) |A(&J)| oW

entre A et B 2a+/2 su2 (4a508 )/\/§
entreBet C 2a+/2 /N2 (Zaaae )/\/§
entre C et D 2a/2 a/ﬁ (Zaao-e )/\/5

entre D et B da A (4a509 )/ \/§
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Mo

J3

e

Ainsi I'énergie totale dissipée est: W =12a

3-2-3  Calcul de la force motrice

L'énergie motrice réelle est :

oE=Fadu avec F la force pour I'unité de longueur de I'outil.
Le théoréme de la borne supérieure nous donne donc :

(o}
F<l2a—=%
J3

On peut alors calculer un majorant de la pression moyenne :

P moy :iéiae =3,460,

2a .3

3-2-4  Remargues

* Avec la cinématique choisie, le phénoméne de frottement au contact outil - piéce n'apparait pas. Pour tenir compte de ce
phénomene, il faut envisager un déplacement relatif des points de la surface de contact. Dans ce cas I'énergie surfacique dissipée
par frottement se calcule avec la formule :

mo,
W = 7 |A(Su)

* On peut étre surpris du fait que la zone rigide A vienne s'enfoncer (forme de coin) dans la zone rigide D sans la
déformée. En fait, il faut considérer la cinématique juste au début de I'enfoncement. La meilleure solution serait de travailler avec
le théoréme des puissances virtuelles plutdt qu'avec le théoréme des travaux virtuels.

* 1l est possible d'optimiser la méthode en introduisant des parametres dans la description cinématique. L'énergie dissipée
devient alors une fonction de ces paramétres qu'il convient de minimiser. On se retrouve alors en face d'un probléme classique de
recherche d'extrémum.

Ainsi dans notre exemple nous avons fixé arbitrairement la valeur de la profondeur de la couche déformée a la demi
valeur de la largeur d'outil (a). Il est tout a fait possible de laisser ce parametre libre. L'optimisation vis a vis de paramétre nous
conduit a une énergie dissipée donnée par :

oW :Eaé‘uge

27 3

La valeur de la profondeur de la couche déformée optimale est a\/E .

3-3 Méthode de la borne inférieure

Pour appliquer le théoréme de la borne inférieure, il faut se donner un champ de contrainte licite. Le théoréme traduisant

*

le fait que la fonctionnelle H (a sz. ¢i* ou;ds est maximale pour le champ de contrainte solution du probléme, on peut dire que
S
I'énergie motrice calculée a partir d'un champ de contrainte licite quelconque est inférieure a I'énergie motrice réelle.
Reprenons I'exemple précédent du poingonnement et définissons un champ de contrainte licite, c'est a dire un champ de

contrainte vérifiant les équations d'équilibre, permettant de vérifier les conditions aux limites sur les efforts et respectant le critére
de plasticité en tous points de I'espace.
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On suppose que le triédre (EX, Ey, EZ) est principal pour tous les points de la matiére.

On découpe la piéce en deux zones. La zone A est
située juste en dessous de l'outil. La zone B est la partie
complémentaire.

m
7

‘ X On imagine les champs de contrainte suivants :
o (0 0 o0
zone A; o= o yy
E—B _ _. _
b z ny E y EZ

zone B : o=

[]
[]

0
o,
0
e
o

Vu la grande longueur de I'outil, on peut considérer que I'on a un état plan de déformation :

Ont0
o, =" avec (5¢),=0
2

Le critére de Von Misés nous permet d'écrire :
2

o, —0,=—=0

XX Yy \/§ e

Pour que le champ de contrainte choisi, déja statiquement admissible, soit aussi plastiquement admissible, il faut qu'il
vérifie cette équation.

dans le cas d'un comportement plastique

Ainsi dans lazone Aona:

=— —(je
K|

On peut donc donner une valeur majorante de la pression de contact :

2
Py = —=0.=1150,
J3
Remarque : Il est possible d'optimiser la méthode en prenant un champ de containte plus proche de la réalité. Par
exemple on peut prendre :
_(on O 0
zone A o=l 0 oy 0
o 0 o,)E.EE)
(o 0 0
zone B : o= 0 0 0
0 0 o,)E.EL.E)
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Le résultat est alors :

4
Py = —=0,=2,310,
SNE]

3-4 Conclusions

Les méthodes précédentes permettent d'encadrer la solution du probléme :
3270,2 P oy >2,31o,
La solution exacte (méthode des éléments finis, méthodes des lignes de glissement) est connue. On a :

2
=7 s —2970,

Y moy \/§

On peut ainsi constater les résultats apporteés.

En pratique, la méthode de la borne inférieure est moins souvent utilisée que la méthode de la borne supérieure, pour deux

raisons :
* |l est plus difficile d'imaginer un champ virtuel de contraintes qu'un champ virtuel de déplacement.

* |l est plus intéressant d'avoir un majorant des grandeurs technologiques plutét qu'un minorant.
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THERMOMECANIQUE

1- LESLOIS DE CONSERVATION

1-1 Expression générale d'une loi de conservation

En régle générale, les lois de la physique expriment un bilan d'une quantité A. En effet, on est souvent obligé de constater
que les transformations imposées a un milieu ne peuvent se faire qu'a condition de respecter des lois relativement bien établies. 1l
est a noter que ces lois sont souvent issues de I'expérience et que de ce fait elles ne représentent qu'une certaine axiomatique.

La forme générale d'une telle loi est :

d - ZJA
a i Adv:dLA(\/ A )ds+£ gdv

Dans le premier terme, on veut exprimer le taux de variation de la quantité volumique A contenue dans le domaine
matériel D. La variation de l'intégrale provient d'une part de la variation du domaine d'intégration et d'autre part de la variation de
la quantité volumique intégrée.

X . - ) e oo d ) ) .
Il est a noter que dans ce formalisme, on distingue I'opérateur différentiel pm de l'opérateur différentiel rS En regle

générale, la quantité A est fonction de la position du point d'étude (variables spatiales) et du temps (variable temporelle). Du fait de
I'évolution du point d'étude, les variables spatiales sont bien entendu dépendantes du paramétre temps. On se trouve dans un

probleme de dérivation de fonction de plusieurs variables (A(Xi ,t)) mélé a un probléeme de dérivation de fonction de fonction

(A(X, (t),t)). 1l convient donc de bien interpréter les ordres de dérivation.

L'opérateur différentiel pm représente la variation temporelle de la fonction en prenant en compte I'évolution spatiale du

domaine d'étude. On le désigne sous la dénomination de dérivée particulaire. C'est la dérivée associée a une particule que I'on suit
dans son mouvement.

En ce qui concerne l'opérateur différentiel Y on ne considére que les variations de la fonction directement liées a la

variable temps. C'est la dérivée partielle classique vis a vis du temps. Pour I'obtenir, on considére que dans la fonction étudiée, la
position du domaine est figée. En définitive on est amené & étudier la fonction A(Xi = Cte,t).

La démonstration de la forme intégrale de I'équation de conservation peut étre la suivante :
On considére un domaine continu matériel D qui se déplace a la vitesse V' entre les instants t et t+dt.
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A linstant t les particules matérielles occupent un espace défini par le
volume D (t)=D, +D,,.

A l'instant t+dt, I'espace occupé par les particules matérielles est défini par
le volume D (t)=D, +D,,.

Le volume D, représente donc I'espace commun aux deux instants t et
D (t+d)  t4qt,

: : d - : :
On considere l'intégrale J(t)=— jA(xi ,t)dv. La variation de cette fonction entre les deux instants t et t+dt nous
D()
donne :

Jt+dt)-J(M)= [A(x, t+dt)dv— [ A(x;,t)dv

D(t+dt) D(t)

J(t+dn)-3 ()= [[A(x, t+dt}-Alx,, Oldv+ [ Ax,, t+dt)dv— [ A(x;, t)dv

DII DIII

D'autre part nous pouvons écrire :

[ j%“(xi,t)dv]dt: JTAGe, e dty-AGe, Ol

DII

Et puisque pour les domaines D, et D,, , I'élément de volume est donné par :
dv=+V fidsdt

Ona:

{jA\?.ﬁds}dt: [ A, t+dt)dv—[ A(x;, t)dv

DIII
On peut donc écrire :
oA i
I(t+dty-I )= [—(x,,t)dv |dt { | AV.nds}dt
Dy ét aD
On obtient bien ainsi le résultat voulu.
La derniére intégrale représente le flux de la fonction A au travers du contour fermé 4D délimitant le volume D, .

Pour ce dernier terme, on peut le transformer en utilisant le théoréme de la divergence :
[ AV ids=[ div(AV v
D D

On peut donc écrire deux formes pour une équation de conservation :

% l Adv= i (%Amw(m )jdv et % l Adv= dj) AWV fi)ds+ i %dv
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1-2 Equation de continuité

Cette équation est fondamentale car elle traduit la conservation de la masse au cours de la transformation. Elle est déduite
du fait que I'on étudie un domaine matériel et qu'il n'y a pas de transformation matiére - énergie.

La masse d'un systéme matériel occupant un domaine D (t) a l'instant t est reliée a la masse volumique par I'équation :
M :j p(x, v
D

La conservation de la masse signifie que la dérivée particulaire de M est nulle, ce qui nous donne :

dM d
VST p(x, thv =0
a—— E{/)(X. Jiv

On peut donc en déduire :

ﬁﬁ—p+div(p\7 0

D'autre part, la masse volumique étant une fonction scalaire, ona:
div(pV J=pdivlV V. grad (p)
Ce qui nous donne :

%Jr pdivlV }+ V. grad (0)=0

Enfin nous avons I'égalité :

d p(x (t),1) ﬂp+dXi ap 5/04_\7_97(%(,0)

dt A dt &

1
Donc, en résumé, les formes locales de I'équation de continuité sont :

5&—”+div(p\7 ko e Z—f+ pdiv(V =0

1-3 Loi fondamentale de la mécanique

Grace entre autres & Newton et sa pomme, nous pouvons formuler un principe fondamental de la mécanique.

La citation compléte fait état de I'existence d'une mesure du temps et d'un référentiel privilégié (dénommé galiléen) tels
que le taux de variation du torseur cinétique galiléen de tout domaine matériel soit égal aux torseurs des efforts appliqués par
"I'extérieur" sur le domaine.

D'une fagon tres schématique nous allons écrire :

e )

dt

En mécanique des milieux continus, la notion de force concentrée n'existe pas. En effet, un effort non infinitésimal
appliqué sur une surface nulle conduirait immédiatement & un niveau de contraintes locales infini. En conséquence nous ne
pourrons prendre en compte que des efforts de type surfacique ou volumique. Le principe fondamental de la mécanique nous
conduit donc a I'égalité :
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Cette équation nous conduit rapidement a la forme locale des équations d'équilibre :

p?zdiv(0)+p f
Ainsi le principe fondamental de la mécanique apparait comme une conservation de la quantité de mouvement.

On montre aussi que la conservation du moment cinétique conduit a la symétrie du tenseur des contraintes de Cauchy.

1-4 Premier principe de la thermodynamique

Ce premier principe est encore appelé loi de conservation de I'énergie. Il exprime le fait que la variation de I'énergie totale

(énergie interne + énergie cinétique) est égale a la somme de la puissance des efforts extérieurs développée sur le systéme et de la
guantité de chaleur apportée au systeme par unité de temps.

. ext
d_E+d_K:PEXt +Q:M +§
dt dt X o i

On remarquera cette fois I'emploi de la notation ry qui est utilisée pour indiquer que les fonctions dérivées ne sont pas de

fonctions d'état et quelles ne dérivent pas d'un potentiel.

L'énergie interne est une grandeur extensive (additive) et on peut définir une énergie interne massique € :
E= I pedv
D

De la méme fagon, on pourra écrire pour I'énergie cinétique :

V 2
K:j P gy
52
La puissance des efforts extérieurs nous est donnée par une décomposition en efforts surfaciques et en efforts volumiques
Pext:j;;?(lvl , ﬁ).\7ds+jpf.\7dv
D D

On suppose que les échanges de chaleur sont de deux types:
* surfacique — conduction
* volumique - rayonnement
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Le terme de conduction sur la surface frontiere est I'intégrale de surface d'une densité h(M,f), ou A est la normale
extérieure en M a la surface. Cette densité s'exprime sous la forme du flux d'un vecteur courant de chaleur sortant :
h(M, n)=—0(M).n(M)

Par convention, les quantités de chaleur regues par le systéme seront notées positivement et celles perdues négativement.

Le terme de rayonnement est I'intégrale d'une densité volumique qui correspond au taux de chaleur recue (rayonnement
externe, effet joule, ou réaction chimique interne par exemple).

On a donc pour la quantité de chaleur apportée au systéme par unité de temps :

% :—é_!;q.ﬁds+_£ rdv

On peut donc écrire I'équation de conservation de I'énergie sous la forme :

d | p(e+v—2]dv= [#M, @)V ds+[ pfVdv— [Giids+[ rdv
dt S 2 D D D D

D'autre part on peut utiliser le théoréme de I'énergie cinétique, a savoir que la variation de I'énergie cinétique du systeme
est la somme de la puissance des efforts extérieurs et des efforts intérieurs :

dK_d Ipv dyp®t L pin
dt dt
Ce dernier terme de pmssance peut étre calculé a partir de I'énergie de déformation du systéme:

pint— Ia & dv——fa-gdv

Dans cette expression, le symbole : représente la double contraction des tenseurs contraintes et taux de déformation.

On peut donc écrire I'équation de conservation de I'énergie ainsi :
dE 6Q

dt ot

% j pedv:j (:.; r )dv— j g.nds
D D D

En appliquant le théoreme de la divergence, on obtient une expression locale de ce bilan :

de ==
—=cg.&+r—div(g
e (@)

On peut donc dire que la variation de I'énergie interne massique est due a la puissance dissipée par les efforts intérieurs
(efforts de déformation) et a un apport de chaleur.

1-5 Deuxieme principe de la thermodynamigque

Le deuxiéme principe de la thermodynamique postule I'existence d'un champ scalaire positif, appelé température et noté T
et d'une fonction d'état du systéeme additive, appelée entropie, notée S et telle que I'on ait toujours I'inégalité :
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- 5Q
Q?a

L'égalité n'est obtenue que dans le cas trés particulier des transformations réversibles.

La fonction entropie n'est donc définie que par sa différentielle et elle ne peut étre calculée qu'a une constante additive
prés. Généralement on travaillera avec I'entropie massique s. On a donc :

d q
l pd—tsdvz ! Tldv— i %.nds

En utilisant le théoréme de la divergence, on peut en déduire une forme locale :

ds g) r
—+d|v —>0
& [Tj T

De plus on a une identité fondamentale :
() 1., . 1 —
div| = |==div(G }-—-grad(T).
(TJ = (q%ng (T)4d

On peut donc obtenir I'inégalité de Clausius - Duhem :

; :§+ p[T %—%)—iq grad(T)>0

Que I'on peut encore écrire :

== dy dT) 1. —
+S— |——d.grad(T)>0
Ggp[dt dthqg ™

En faisant intervenir I'énergie libre massique y=e—Ts.
En fait le second principe permet d'exprimer I'écart entre le processus étudié et un processus réversible. Comme on peut le

constater, cette différence fait apparaitre deux origines :

1 L
* thermique par le terme —?q. grad(T)

mécanique par le terme p ; p(dl'// de
* iqu o
dt dt

Le signe négatif du terme d'origine thermique s'explique facilement par la convention choisie. En fait on traduit ainsi
I'irréversibilité thermique. Un corps chaud ne peut que céder de la chaleur & un environnement plus froid, alors qu'a l'inverse un
corps froid ne pourra que recevoir de la chaleur (apport d'énergie sous forme calorifique).

Le terme d'origine mécanique se présente sous la différence de deux quantités. La seconde quantité est définie comme

étant la partie réversible de la puissance dissipée par la déformation. Elle vient toujours en déduction de la puissance de
déformation.

2-  THERMOMECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

M. MAYA Plasticité - Mise en forme Page 58




Michel MAYA
Enseignant en école d’ingénieur retraite

2-1 Equation de la chaleur

Pour établir cette équation, nous formons les hypothéses suivantes :

* le matériau est a liaisons parfaites et on néglige toute transformation chimique ou physique de la matiere. On
montre qu'alors I'énergie interne est proportionnelle a la température absolue T par l'intermédiaire d'une constante c appelée
capacité calorifique massique :

de dT
—_C—
dt dt

* on néglige le terme volumique de taux de chaleur regu :
r=0

L'équation de I'énergie devient alors :

dT or - — ==
c—=pc| —+V.grad =o.£—div({q
/odtp[ét g (F)] o.£—div(q)

On fait généralement I'hypothése que le matériau suit la loi de conduction de Fourier, c'est & dire que le flux de chaleur
est une fonction linéaire du gradient thermique :

G=—kgrad (T)

Le scalaire k est la conductivité thermique. Si le corps n'est pas isotrope, la conductivité thermique sera représentée par un
tenseur. Si le corps est homogene, cette conductivité thermique est une constante.

On obtient alors I'équation de la chaleur :

dT or - — ==
c—=pc| —+V.grad(T) |=c.£+kAT
PP (d grad( )J

La résolution de cette équation permet de connaitre a chaque instant la température en tout point du matériau. Pour étre
résolue, cette équation nécessite une bonne connaissance des conditions initiales et des conditions aux limites du domaine.
Les conditions thermiques que I'on peut rencontrer aux limites sont :
* température imposée (dans le cas d'une paroi parfaitement régulée thermiguement).
* flux imposé (un flux nul correspond a une paroi parfaitement isolée, c'est a dire adiabatique).

—>
* échange par convection : —kn. grad(T)=a(T-T,,)
ol o est le coefficient de convection et T, la température du second milieu.

— - 4 4
* échange par rayonnement : —kn.grad(T)=¢0(T"-T,,")

ol ¢ est I'émissivité, o la constante de Stefan et T,,, la température du second milieu.

2-2  Thermo-élasticité linéaire

Les lois de comportement des milieux continus doivent obéir a quelques principes :

* elles doivent étre déterministes, c'est a dire que la réponse du milieu a l'instant t ne doit dépendre que de
I'histoire antérieure du milieu.
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* elles doivent étre objectives, c'est a dire indépendantes du référentiel choisi pour les exprimer.

* elles doivent satisfaire aux principes fondamentaux et en particulier au second principe de la thermodynamique.

Bien évidemment, ces généralités ne permettent pas de définir la forme détaillée des lois de comportement et encore
moins d'obtenir une loi de comportement universelle. Pour poursuivre il faut faire des hypothéses supplémentaires, hypothéses qui
seront souvent déduites de I'observation expérimentale.

Pour traduire le phénomene élastique d'un comportement de matériau, on peut dire que la réponse du milieu est
parfaitement décrite par la connaissance de la température et du tenseur des déformations.

Reprenons I'inégalité de Clausius - Duhem :

== dy dT) 1. —
&—p| —+S— |——q.grad(T)>0
Ggp(dt dthqg ™

Avec I'nypothese formulée, on peut dire que la fonction d'état  (énergie libre massique) est une fonction uniquement des
paramétres T et £.0n peut donc écrire :

d‘/’(g’Tj_aw,dZ Oy dT_oy < oydT

dt o dt AT dt 5, OT dt

En reportant dans I'inégalité de Clausius - Duhem, on obtient :

O'—pé,—z :Z—p[ S+é>—wjd—T—lq. g?a;d (T)=0
e o )dt T

Comme les seuls paramétres retenus pour I'étude sont la température et le tenseur des défor-mations, I'inégalité précédente
- _ .= dT .
doit étre satisfaite quels que soient & et —. On peut donc dire :

Q|

- pé—Z:O et s+ﬁ—w:0
oe ar

Ainsi on constate que la connaissance de la fonction d'état énergie libre massique permet de définir la loi de
comportement du matériau. Pour cette raison on donne le nom de potentiel élastique a la fonction énergie libre py .

Pour poursuivre, on peut formuler I'nypothese des petites perturbations, c'est a dire que la température T et le tenseur des
déformations linéarisé sont les seules variables d'état du systeme.
La relation de comportement s'écrit :

o=p¥
oe

Par cohérence avec I'approximation, nous ne garderons dans le développement du tenseur des contraintes en fonction du
tenseur des déformations que les termes d'ordre 1. De méme pour le parametre température.

On obtient alors la loi de comportement thermoélastique linéaire :

o= +A: ;—E(T—T 0 )

avec : _° :  tenseur des contraintes dans la configuration initiale
A tenseur d'élasticité du quatriéme ordre
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B : tenseur des coefficient de dilatation thermique
TO: température dans la configuration initiale

Si le matériau est homogeéne et isotrope, la condition d'objectivité nous conduit alors a un tenseur d'élasticité déterminé

par deux constantes et le tenseur des coefficients de dilatation thermique est sphérique (ﬁ:ﬁl j :

La loi de comportement devient alors :

o= 25+ (/urace(z)—ﬁ(T ¢ )jl

Que I'on peut encore écrire :

E:“?V (;—j) {a(T -T° )—% trace(:—jﬂl_

avec les relations :

E
M= Premier coefficient de Lamé = Module de Coulomb
2(1+v)
vE . . 3
= Deuxieme coefficient de Lamé
Q+v)(1-2v)
31+2
E:u Module d'Young
A+u
A . .
V= Coefficient de Poisson
2(A+u)
05=L Coefficient de dilatation thermique linéaire
3A+2u

3-  COMPORTEMENT PLASTIQUE

La plasticité est la propriété qu'ont certains corps de pouvoir subir sans rupture des déformations permanentes
irréversibles. Historiquement, les premieres études faites sur ce comportement ont été réalisées par TRESCA.

On a tres rapidement recherché a établir un lien entre la physique des solides et les relations expérimentales globales. On
admet communément que la déformation plastique traduit un glissement de plans cristallographiques. La théorie des dislocations a
permis de faire le lien entre les études microscopiques et les relations globales de comportement d'une éprouvette.

Dans ce chapitre nous nous contenterons de rappeler les notions élémentaires associées a la théorie de la plasticité.

3-1 Comportement plastique expérimental

Pour cerner ce mode de comportement d'un matériau, plusieurs expériences peuvent étre tentées. Apres avoir étudié des
états de contraintes simples, nous exprimerons des lois permettant, d'une part de retrouver les résultats sur les cas simples, d'autre
part d'extrapoler le comportement dans des cas plus compliqués et donc plus généraux.

3-1-1  Compression hydrostatigue
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Masse
— — La sollicitation de compression hydrostatique a pour but de créer sur la totalité de la

Piston surface extérieure du domaine une pression uniforme.

L'expérience est trés simple a faire. 1l suffit de placer le corps d'étude dans un
domaine fluide et d'imposer une valeur de pression a ce fluide.

Les résultats montrent que, méme pour une valeur élevée de la pression, le corps
reprend toujours sa forme et ses dimensions initiales. Il n'y a donc aucune déformation
plastique enregistrée.

Ce constat est fondamental pour I'étude du comportement plastique.

3-1-2  Traction uniaxiale

La sollicitation de traction uniaxiale semble trés simple a réaliser sur une éprouvette. On peut en effet réaliser des
éprouvettes filiformes qui, placées dans la machine de traction, vont subir une sollicitation de traction.

Il est important de noter que la traction est souvent réalisée a froid.

fo - On impose a I'éprouvette une déformation globale que I'on
Striction . . .

,_ note & et on enregistre la contrainte o. Dans les faits, on effectue des
relevés différents. Ainsi, au lieu de la déformation globale, on
enregistre soit un déplacement de traverse, soit une variation de

o, longueur d'un segment de I'éprouvette, soit effectivement une

déformation. Pour I'enregistrement de la contrainte, on reléve souvent

Zone 3 la valeur de l'effort appliqué F (parfois en utilisant la pression). Le

Zone 2 R . . - N .
passage a une valeur de contrainte nécessite la division par une aire S
1 qui est l'aire de la section droite d'étude de I'éprouvette.

AV

Apres d'éventuels calculs et transpositions on obtient un
diagramme of(¢). L'analyse de la courbe nous permet de distinguer
trois zones auxquelles on peut associer des comportements différents.

Zone 1 Dans cette zone le comportement est élastique, c'est & dire réversible. Si on libére I'éprouvette, celle-ci
reprend sa forme initiale et un état de déformation nul. Le comportement est bijectif dans le sens ou & chaque contrainte ne peut
étre associé qu'a une déformation et vice versa.

Souvent la relation peut étre approximée & une fonction linéaire. On obtient alors la classique loi de Hooke de I'essai de
traction o=E ¢.

Zone 2 On rencontre des déformations irréversibles. Apres relachement des efforts, on constate que d'une part la
courbe de décharge ne suit pas la courbe de charge et que d'autre part il subsiste des déformations permanents. C'est le phénoméne
de plasticité.

On a donc une déformation résiduelle qui traduit la partie irréversible de la transformation. Cette déformation n'est
enregistrable qu'a un certain de contrainte appliquée. On définit ainsi le seuil de plasticité. La contrainte au seuil est nommée limite
élastique et est notée o, .

La courbe de décharge suivie est représentée par une droite dont la pente est donnée par la valeur du module d"Young. Ce
phénoméne est élastique dans le sens ou on suivra cette méme droite en cas de rechargement de I'éprouvette. Arrivé & la valeur de
contrainte maxi appliquée dans les cycles précédents, on suit & nouveau la courbe plastique du matériau.

Ces remarques nous amenent a considérer qu'il y a une évolution possible de la limite élastique. C'est le phénoméne
d'écrouissage. La nouvelle limite élastique est appelée contrainte d'écoulement. En général, la contrainte d'écoulement croit avec
la déformation. Dans le cas contraire, on parlera de phénomeéne d'adoucissement.
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Zone 3 C'est le domaine de la striction. La section de I'éprouvette ne demeure plus constante dans la longueur.
On constate une forte diminution dans une zone tres localisée, pratiquement toujours la zone centrale de I'éprouvette.

La force de traction passe par un maximum en début de striction, puis décroit régulierement jusqu'a la rupture. La
contrainte calculée en faisant le rapport de la force de traction avec la section de striction décroit elle aussi.

En fait une analyse fine locale montre que I'état de contrainte
n'est plus unidimensionnel. Pour interpréter correctement les résultats,
il convient de travailler en contrainte équivalente. On constate alors
que la courbe (contrainte équivalente - déformation) est monotone

croissante.
| Pour les deux derniéres zones, il faut remarquer que
o "I'nistoire du chargement" joue un r6le important pour la

détermination du couple contrainte - déformation. 1l n'y a plus de
bijection entre les deux ensembles. Pour passer d'un état initial & un
état final, il faut connaitre chaque étape intermédiaire, il faut faire un
suivi "pas a pas". Ainsi, contrairement & la zone a comportement
élastique, la connaissance de I'état final est fonction du chemin de
chargement.

\%

3-2 Modélisations courantes

Le comportement plastique réel étant relativement complexe, on utilise souvent des modéles simplifiés pour effectuer les
calculs. Parmi ces modeles on peut citer :

Ao

*|e comportement élastique parfaitement plastique

Dans ce cas, le phénomene d'écrouissage n'est pas pris en compte. La
contrainte d'écoulement est constante et est égale a la limite élastique du matériau.
C'est un modeéle de calcul sécurisant.

G0

*le comportement rigide plastique
/\ Dans les applications de mise en forme de métaux, les déformations sont
trés importantes (>10%). La quote part des déformations élastiques (~ 0,5%) est

So

trés faible devant celle des déformations plastiques. Il est donc tout a fait légitime
de négliger la déformation élastique.

v

fo *|e comportement rigide parfaitement plastique
C'est une combinaison des deux modélisations précédentes. On néglige
alors I'élasticité et I'écrouissage.

(o

C'est bien entendu le modéle de calcul le plus simple, mais aussi le plus
e simpliste.

>
>

Ces modeéles ne sont que des schématisations treés imparfaites d'une réalité plus complexe. Dans les faits on peut étre
confronter a des phénomenes annexes difficilement modélisables et qui ont une incidence non négligeables sur le résultat final.
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4 Traction
" Dans cet ordre d'idée, on peut citer I'effet Bauschinger. Pour certains matériaux (dont la
fonte par exemple), la courbe contrainte - déformation d'un essai de traction compression est trés

dissymétrique.
o B

v ®

Compression/ De méme, une traction préalable OA, suivie d'un déchargement AB, puis d'une compression
BC, conduit a un état de contrainte différent d'une simple compression OD a partir de I'état initial.

Le modele peut aussi étre compliqué par la présence d'un phénoméne d'écrouissage
cyclique. Si on fait subir a une éprouvette un cycle alternatif entre soit deux valeurs de contraintes, soit deux valeurs de
déformations, on peut parfois constater qu'il n'est pas possible de stabiliser les courbes enregistrées. On peut, par exemple,
observer en contrainte imposée une stabilisation de la réponse sur un cycle limite (c'est I'accommodation ou méme, lorsque le
cycle limite est réduit a un segment de droite, I'adaptation) ou une non-stabilisation, avec augmentation progressive de la
déformation a chaque cycle (c'est I'effet de rochet). Dans la suite nous négligerons ces particularités.

Bien évidement, un modéle de comportement n'est valable que dans des conditions bien précises. En particulier on peut

modifier les valeurs de la contrainte d'écoulement d'un matériau en lui faisant subir un recuit. Les défauts accumulés par
I'écrouissage peuvent étre partiellement gommés par ce traitement thermique. Le matériau a alors eu une restauration.

3-3 Principaux critéeres utilisés

3-3-1  Forme générale d'un critere de plasticité

Dans le cas général d'utilisation d'un matériau, nous nous trouvons rarement dans un état uniaxial de traction. Pour
pouvoir utiliser les résultats précédents, il convient de faire une équivalence entre I'état réel de notre matériau au point d'étude et
I'état uniaxial obtenu dans I'essai de traction.

La question la plus immédiate est la suivante :
Etant donné un état de contrainte représenté par un tenseur des contraintes, pouvons préciser si le
comportement et encore élastique ou si nous avons un comportement plastique?

En fait il faut &tre capable de définir, pour tout état de contrainte, la limite élastique.

Pour résoudre ce probleme, nous utiliserons une fonction mathématique f appelée critére de plasticité et possédant les
caractéristiques suivantes :

flo KO état élastique

f (g):O état plastique

L'hypothese d'isotropie du matériau nous permet de dire que le critére doit étre indépendant du référentiel. Aussi, afin de
simplifier, nous allons nous contenter d'exprimer ce critére dans la base principale des contraintes. Nous pourrons donc écrire le

critére sous la forme f(o,,0,,0,,).

D'autre part, toujours avec la condition d'isotropie, le critére doit permettre une quelconque permutation de deux des
contraintes principales. La fonction f doit étre symétrique vis a vis des contraintes principales :

f(o-l’O-II’JIII)=f(o-||ra|16|||)=f(6”|,0'”,0'| ):

En négligeant I'effet Bauschinger, on peut admettre qu'il y a une équivalence entre la sollicitation de traction et la
sollicitation de compression. D'une fagon plus générale, nous admettrons qu'il y a une égalité de comportement entre deux états
contraintes ayant des valeurs numériques opposées. On doit donc avoir :

f (UI 1011 Oy ): f (_ 0,0y ’_O-III)
Le résultat de I'essai de compression hydrostatique montre que le phénomeéne de plastification n'est pas modifié par la
superposition d'une pression uniforme sur le corps. Ce qui va se traduire par la relation :

f(o-l’o_ll’o_lll)=f(o_l +q,0, +Q,0y, "'Q)
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En d'autres termes, le dernier résultat peut étre interpréter en disant que deux états contraintes dont les différences entre
tenseurs donne un tenseur sphérique sont équivalents. Or nous pouvons systématiquement associé a un tenseur contrainte le tenseur
déviateur, la différence entre les deux ne faisant intervenir que la pression hydrostatique :

_ trace(;j

o=s+pl avec : p:—T pression hydrostatique

On peut donc dire que le critere doit admettre la méme formulation quand il est exprimé a partir du tenseur déviateur :

f (UI 101,00 )= f (SI S 1S|||)

3-3-2 _ Critére de Tresca

Basé sur les phénomeénes de glissement en mécanique des roches, ce critére fait intervenir comme seul paramétre la
contrainte de cission maximale. Le phénomeéne de plastification apparait comme des glissements de plans cristallographiques et ces
glissements sont favorisés par des contraintes tangentielles élevées.

Pour chaque matériau on peut mettre en évidence une valeur limite de cette valeur de contrainte. On désigne par 7, la
cission limite. Expérimentalement on constate souvent la relation suivante avec la limite élastique :
0,=27,
En conséquence le critére de Tresca se formule de la fagon suivante :
f(o-l 10,0 ):Max(o'i —0 )—0,

Il est facile de vérifier la conformité de ce critére avec les résultats de I'essai de traction. D'autre part, la superposition
d'une pression hydrostatique ne change rien.
3-3-3 _ Critére de Von Misés

Introduit de maniere purement phénoménologique, le critére de Von Mises peut recevoir une interprétation physique
quand on l'applique & un matériau ayant une élasticité isotrope. On constate en effet que le critére revient a exprimer le fait que la
plastification est possible lorsque I'énergie élastique de distorsion (déviatorique) a atteint une certaine valeur.

Ce critere ne met en jeux que le deuxieme invariant du tenseur déviateur des contraintes. En ce sens il est en accord parfait
avec les résultats sur I'essai de compression isotrope.

L'expression de ce critére est fonction des variables choisies.

Ainsi dans un référentiel quelconque, on a :
f—( )2 ( )2 ( )2 60 2460 24+60. 2252
=\oy-o, ) +\o,-0,)+lo,-0,) +b0,, oy, (o o,

Dans le repére principal des contraintes, on obtient :
2 2 2 2
f:(o-l —O0y ) +(G|| —Oy ) +(O-||| — 0, ) —20,

Et enfin en fonction des composantes du tenseur déviateur en directions principales :

2 2 2 2 2
f=s,“+s, +s,, _500

On peut facilement vérifier la validité d'un tel critére dans le cas d'une sollicitation de traction.

D'un point de vue comparaison, on constate que le critére de Von Mises est toujours au-dela du critére de Tresca. L'écart
maximum enregistrable est de I'ordre de 15%, ce qui reste tout & fait correct vis a vis des résultats expérimentaux. Cet écart est
particulierement visible lors de la représentation dans l'espace des contraintes principales des surfaces décrites par les deux
critéres. On obtient en effet dans les deux cas un cylindre dont I'axe est la trisectrice du repére. Le cylindre du critére de Von Misés
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a une base circulaire circonscrite a la base hexagonale du cylindre de Tresca. En pratique on utilise fréquemment le critére de Von
Mises qui présente une forme analytique plus simple que le critere de Tresca.

3-4 LOISD'ECOULEMENT

Le paragraphe précédent nous a permis de définir un seuil de plastification, mais en aucun cas nous ne pouvons donner
des indications sur les états de contraintes et de déformations en cas de plastification. Il convient donc maintenant de préciser les
lois de I'écoulement plastique.

Ainsi que nous I'avons déja dit, le phénomeéne étant irréversible, il n'est pas possible de relier de fagon univoque le tenseur
des contraintes au tenseur des déformations. En effet si une telle relation existait, elle imposerait en particulier que seuls les états
final et initial seraient des caractéristiques du phénomene plastique.

En conséquence il faut faire intervenir d'autres paramétres. Le choix de ces parametres supplémentaires va étre conduit
par les observations expérimentales.

3-4-1  Loi de Schmid

Un alliage métallique est un agrégat de grains cristallins. La déformation plastique est dues a la déformation permanente
des grains. En fait cette déformation est surtout associée aux glissements des plans atomiques les uns par rapport aux autres, dans
la direction d'une rangée atomique. Ce glissement, qui est la résultante de la propagation de défauts du réseau cristallin
(dislocations), obeit a la loi de Schmid :

Le glissement se produit lorsque la projection du vecteur contrainte du plan atomique projetée sur la direction
de glissement atteint une valeur critique.

Le glissement du plan P a lieu dans la direction des rangees atomiques donnée par le vecteur U de la direction de

glissement si \on JU=t,,,, . Dans cette égalité, z,,, est une valeur critique en général supposée commune & tous les systémes de
glissement.

La déformation plastique s'effectuant par glissements, elle se fait sans variation de volume.

3-4-2  Principe du travail maximal

Supposons que I'on ait N plans atomiques. Un certain nombre d'entre eux ont subi un glissement. Lors d'une déformation
plastique, A plans de glissement sont activés c'est a dire que lI'ona :

(o

On introduit la vitesse de glissement du plan V (//z,).

=T, =Ty dansune certaine direction de glissement du plan p €1,A

1<p<A 7,=1y, V,#0
Ainsiona:
A<p<N 7, <7y, V,=0

Considérons maintenant un autre état de contrainte o* tel que pour tout plan atomique on ait :

*.
Ty "SThax

Cet état est dit plastiquement admissible. Comparons les puissances de déformation de ces deux états de contrainte :

N A
T &j :ZTprZZTMapr
p=1 p=1

Oj 8u=ZTp Vp:zrp Vp
p-1 p=1
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Onaalors:
* * . .
T, <Tyax = O &jj SO'ij &j
Ce résultat peut se généraliser sous la forme du principe du travail plastique maximal ou principe de Hill :

Parmi tous les états de contraintes plastiquement admissibles, I'état de contrainte réel dissipe la plus forte puissance de
déformation plastique.

Tous les matériaux n'obéissent pas a ce principe mais les métaux sont effectivement régis par ce principe du fait de leur
constitution cristallographique.

Les conséquence de ce principe sont immédiates sur la loi d'écoulement dans le domaine plastique.

Considérons un état de contrainte (point Q) vérifiant le critere de plasticité. On a

(oo

Soit 5o un accroissement de contrainte qui crée une déformation plastique oe”

donc :

Considérons maintenant un autre état de contrainte (point P) o*, choisi

arbitrairement tel que :
f (0' *jSO

En vertu du principe du travail maximal on peut écrire :

(0'—0' *)258 P>0
Soit encore : (Uij _O-ij* )5‘9ij "0

Cette équation montre que l'angle que fait 5¢” avec o—o* est obtus (droit au mieux). En d'autre termes, 5&” ne peut
étre dirigé que suivant la perpendiculaire extérieure a la surface représentant le seuil plastique.

L'inconvénient de cette formulation est quelle exclut I'adoucissement.

A partir du principe du travail maximal, on peut en déduire la relation suivante, appelée relation d'écoulement :
— _ ofle oflo)
§gp=5/1pJ=—) = 0¢;" =64,

oo éb'ij

Cette formule porte aussi le nom de loi de la normalité. La fonction de charge joue le rdle d'un potentiel plastique et
détermine, a un scalaire multiplicatif positif prés, I'écoulement plastique incrémental. La "direction” de I'écoulement plastique est
astreinte a étre normale a la surface de charge.

Si, comme c'est souvent le cas, on néglige la déformation élastique, on obtient alors une relation pour calculer le tenseur

taux de déformation :
- ofle . of !_ )
=1 =G = & =4 c

P Jo P é’Uij

Ainsi, si la fonction f est connue, alors le tenseur des taux de déformation £ est connu a /1p pres.

3-4-3  Loi d'écoulement associée au critére de Tresca
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Cette formulation est relativement complexe car le critere de Tresca se représente avec des points anguleux et il faut
distinguer les faces des arétes.

* faces du critére Par exemple pour la face o, > o, > o,
Dans ce cas le critére nous donne :
f =(G| Oy }Go =0

On en déduit alors :

of
& =A,—=1
I paal p
: of e . —
en=~A,—=0 avec &, +&, +€,,=0 (incompressibilité)
oo,
. of
En=Ady,——="4,
1
* angles du critere Par exemple pour l'angle o, =0, >0,

Le critére peut alors prendre deux formes équivalentes qui sont la superposition des deux formes associées aux deux
convergentes vers l'aréte. On a donc :

& =4,+0
&y, =0+4," La loi d'incompressibilité est bien vérifiée.
Em==A, =4,

3-4-4  Loi d'écoulement associée au critére de Von Misés

L'expression du critére de Von Mises en contrainte principale est :
f=o-0 f How-ou f +low-o, F 20,
=0, =0y Oy=0n om0, Oy

On peut donc en déduire :
&) :2/1p(20| —0, =0y )

&y =22, (20-“ ~0, 0, ) (incompressibilité vérifiée)
S :2/1p(25||| —0, =0 )

La formule précédente peut étre modifiée en introduisant les composantes du tenseur déviateur des contraintes données
par : $; =0} +p5ij

Onaalors :
£,=61,8,=4,'s,

&,=64,8,=4,'s, & &=4,'s
En =6/1p$||| =/1p'5|||
Mais d'autre part, le tenseur déviateur des contrainte vérifie aussi le critére de plasticité :
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2
f:s,2+s,,2+s,,,2—5002:0

On peut donc écrire :
2/1 12
.2 .2 .2 p
g té&, tEy = 3 Oy

2

Expression de laquelle nous pouvons sortir la valeur du coefficient 4.

Par ailleurs, nous pouvons calculer la puissance dissipée par déformation plastique par unité de volume :

W=cié=0;¢;

Cette puissance nous permet d'établir une équivalence entre notre sollicitation et une sollicitation de traction dans le
domaine plastique :

W=0c,¢

On peut donc introduire la vitesse de déformation équivalente :

—Z:Z=\E\/g', 2 iy Py
E

Ces derniéres relations nous permettent de donner une forme importante de la loi d'écoulement

= 20,7

S=——¢&
3¢

Ainsi, avec le critéere de Von Mises, la loi d'écoulement se traduit par une proportionnalité entre le tenseur déviateur des
contraintes et le tenseur des taux de déformation.

Dans le cas d'un état plan de déformation, on montre que le critére de Von Misés prend la forme :

%(O-xx Oy )2 +O_xy

1
2 __0_02 -0
3

Ce qui nous donne dans les directions principales :

1 1
Z(O'| —Oy )2 _50'02 =0

4- RHEOLOGIE

La rhéologie est I'étude de la déformation de la matiére. Son objectif principal est I'étude générale des milieux continus
entre les liquides visqueux et les solides indéformables. Pour ce qui nous concerne, nous étudierons principalement la rhéologie
des métaux et les différents critére de classement. Nous commencerons par présenter les caractéristiques rhéologiques des métaux
et leur influence sur la mise en forme. Ensuite, nous donnerons un apergu des lois rhéologiques les plus utilisées en mise en forme.

4-1 Caractéristigues rhéologiques des métaux
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L'essentiel de ces caractéristiques est obtenu a partir des résultats de I'essai de traction. Dans le cas général, la résistance a
la déformation plastique est fonction de la vitesse de déformation. Cependant, dans le cas des glissements inter cristallins, la
résistance est peu dépendante de la vitesse (sauf aux tres grandes vitesses).

Dans de nombreuses études on considére que le comportement est parfaitement plastique. Il convient d'examiner de plus
prés les différentes causes d'écart par rapport & ce modéle parfait.

4-1-1  Influence de I'écrouissage

En regle générale, la limite d'écoulement augmente avec la déformation. C'est le phénoméne d'écrouissage ou de
durcissement. En fait le terme d'écrouissage représente I'ensemble des modifications subies par les propriétés mécaniques du
matériau a la suite de déformations plastiques.

La matiére peut devenir anisotrope. C'est le phénomeéne d'écrouissage anisotrope. Les grandes déformations permanentes
engendrent un effet d'orientation des grains cristallins. Un polycristal dont les grains étaient initialement orientés au hasard, créant
ainsi l'isotropie du matériau, voit ceux-ci s'orienter suivant les efforts imposer. L'exemple le plus concret est le laminage des toles.

Dans ces conditions, on constate que la contrainte d'écoulement d'une éprouvette de traction est fonction de la direction de
préléevement dans le matériau. Dans les faits, les essais normalisés de réception d'une tdle imposent de faire des prélévements aussi
bien dans le sens long que dans le sens transverse.

Ceci nous conduira par la suite a une modélisation du comportement anisotrope plastique.

Le phénomene d'écrouissage englobe aussi la dissymétrie parfois constatée dans des essais de traction et de compression.
En général, le comportement en compression est voisin du comportement en traction mais pour certains matériaux (dont la fonte
par exemple), la limite élastique présente des valeurs différentes. On parle alors d'écrouissage cinématique.

Pour permettre I'écrouissage constaté expérimentalement, en conservant une surface seuil de laquelle le point représentatif

ne peut pas sortir, des mécanismes de déplacement ou de déformation ont été envisagés: la fonction seuil est paramétrée par
I'introduction de variables d'écrouissage.

4-1-2  Influence de I'élasticité

Bien souvent en mise en forme des métaux, on néglige I'élasticité. On remarque en effet que les déformations élastiques
sont trés petites devant les déformations plastiques mises en jeu. Toutefois, dans certaines applications, cette approximation peut
étre abusive.

Par exemple dans le cas d'un laminage & froid d'une téle, on calcule souvent I'effort de laminage & partir de la formule
suivante :

F:Iawds
S

On fait ainsi apparaitre la notion de colline de frottement. La force de laminage n'est rien d'autre que l'aire sous la colline
de frottement. Cette surface peut étre assez fortement modifié suivant que I'on prenne en compte un comportement avec ou sans
I'élasticité. L'écart peut étre de l'ordre de 10 & 15%. Cet écart s'explique par le phénoméne de retour élastique.

4-1-3  Influence de la température

L'essai de traction est trés incomplet du point de vue thermique. Pratiquement on considere que I'éprouvette est en
évolution isotherme et que I'essai a lieu a température constante.

Dans la réalité, le second principe de la thermodynamique nous montre que l'irréversibilité du processus de plastification

se traduit par un transfert thermique. Un forgeron est capable de "réchauffer" une piece sous l'action répétée de son marteau
(éventuellement pilon).
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D'autre part, il faut remarquer que bon nombre de processus de mise en forme se font a température éleveée.

Il est donc important de ne pas négliger les effets thermiques.
Domaines thermiques de la mise en forme

Dy Si on considere la variation de la contrainte d'écoulement en
0 fonction de la température, on obtient un diagramme ayant I'allure ci

contre.
Zone | Zone Il Zone 1l

Dans ce diagramme T, représente la température de fusion

du métal, exprimée en Kelvin.
\ On constate alors trois zones d'évolution.

Les zones | et I11 sont définies par : T <0,2T,
et T>0,5T,

_|
\%

0 02T, 05T,

C'est le domaine de déformation thermiquement activé :
* La contrainte d'écoulement est fonction de la déformation et de la température
* La contrainte d'écoulement décroit quand la température augmente.

La zone centrale Il est définies par : 0,2T, <T<0,5T,

C'est le domaine de déformation athermique :
* La contrainte d'écoulement décroit tres légeérement en fonction de la température.

La mise en forme des métaux ne se fait pas aux trés basses températures. En effet, d'une part c'est dans cette zone que la
contrainte d'écoulement est la plus élevée, dautre part la faible température favorise la fragilité du matériau. Par contre le
diagramme précédent montre bien I'intérét d'une transformation & chaud.

Les effets de la thermique

Ces effets sont multiples. On constate en général une augmentation du coefficient de frottement avec la température. Ceci
engendre des phénoménes de dégradation du lubrifiant et de grippage.

Le contact piéce-outil favorisant les transferts thermiques,
T T, <T T, <T on note un échauffement des outils et un refroidissement de la piéce.
La dissipation thermique au contact des outils froids provoque une
température hétérogene dans le matériau et peut donc modifier
I'écoulement. Ces phénoménes se traduisent plus ou moins
directement par une dispersion des cotes sur la piéce réalisée. Il
T T T convient donc de pouvoir les modéliser correctement pour les

intégrer dans un calcul de dimensionnement d'outils.

L'échauffement par déformation plastique se traduit par un
T T T,>T adoucissement du matériau, mais cette modification est tres faible.

4-1-4  Influence de la vitesse de déformation
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Il est & noter qu'une augmentation de la vitesse de déformation se
traduit toujours par une augmentation de la contrainte d'écoulement.

) En fait, & froid, l'influence est trés peu sensible et la contrainte
\—\\ d'écoulement est simplement fixée par le processus d'écrouissage.

Toutefois ce résultat doit étre modulé aux grandes vitesses de déformation
(E>1OS’1), car dans ce cas on constate une dépendance de o, vis a vis
de &.

~
B>

0 02T, 05T, T

A chaud, la vitesse de déformation joue un réle important. Cela
se traduit par l'introduction d'un coefficient de sensibilité a la vitesse de déformation dans la loi de comportement. On obtient ainsi
de loi de type viscoplastique (par exemple Norton Hoff).

4-1-5 Conclusions

Ainsi que nous venons de le voir, il y a de nombreux parametres qui peuvent avoir une incidence plus ou moins grande sur
le comportement du matériau.

Dans la pratique, on utilise soit un procédé de mise en forme a froid (température ambiante), soit un procédé a chaud
(élévation de la température de la piece).

Les informations acquises par lI'expérience et concernant I'influence des paramétres dans ces deux plages d'utilisation sont
résumées dans le tableau suivant :

A FROID A CHAUD
THERMIQUE rarement nécessaire souvent important
ELASTICITE important pour les outils peu important
et le produit
ECROUISSAGE important dépend du domaine de déformation
VITESSE DE négligeable aux faibles valeurs toujours importante
DEFORMATION important pour les fortes valeurs

Il suffit donc de superposer ces propriétés au modele de plasticité fondamental afin de décrire la rhéologie du matériau.
Ainsi en mise en forme a froid, nous prendrons une loi de comportement élastoplastique écrouissable, alors qu'en mise en forme a
chaud, nous utiliserons plutét des lois viscoplastiques et parfois élasto-viscoplastique.

4-2  Modélisation de la rhéologie

Il nous reste maintenant a traduire mathématiquement ces différentes lois afin de bien prendre en compte les aspects
phénoménologiques. A priori, ces équations rhéologiques peuvent étre trés complexes, mais nous utiliserons au mieux les résultats
précédents pour simplifier les approches.

4-2-1  Prise en compte de I'écrouissage

D'une fagon générale, I'écrouissage (aptitude des matériaux a se durcir a mesure qu'on les déforme) est introduit
directement dans le critere de plasticité sous forme d'un ensemble de paramétres internes t repérant les états successifs du matériau.
Le critére s'écrit alors :
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t(o.tko

Le choix des parametres est fonction du type d'écrouissage.

Ecrouissage isotrope

L'écrouissage isotrope doit étre regardé comme une évolution du critére de plasticité provoquée par la déformation
plastique qui tend a augmenter le domaine des contraintes tel que le critére soit toujours respecté. Afin de respecter l'isotropie, le
paramétre d'écrouissage est un scalaire.

Dans la pratique, on prend souvent la déformation généralisée plastique définie a partir du taux de déformation équivalent

g"(M ’t):,[t: g(M,z)dz

La notion d'écrouissage isotrope modifie donc la surface de charge d'un matériau d'une fagon isotrope. Ainsi dans le cas
du cylindre a base circulaire du critere de Von Mises, I'écrouissage isotrope va simplement changer le rayon du cylindre.

Ecrouissage anisotrope et écrouissage cinématigue

Dans le cas de I'écrouissage anisotrope, le critere se déforme plus dans la direction de sollicitation. Pour I'écrouissage
cinématique, I'effet Bauschinger se traduit par un durcissement dans la direction de déformation et un adoucissement dans la
direction opposée.

Pour ces deux cas d'écrouissage, on introduit dans le critére de plasticité des lois avec décalage du genre :

flo—a O

Bien entendu, la difficulté principale réside dans la détermination du tenseur a.

La courbe d'écrouissage (courbe o, en fonction de =) est définie en général par des essais a froid, car I'écrouissage joue
un réle important en mise en forme a froid. Il est de plus trés sensible aux vitesses de déformation faibles ou moyennes

(E<1OS'l )

Pour caractériser I'écrouissage, on utilise n le coefficient d'écrouissage déterminé par la formule suivante :

n_0”Log (%)
Aog(z™)

Trois modéle sont souvent utilisés.

i GO
m Loi de Hollomon ou loi puissance
Krupkowski |
o —— oy=0,(e")"
o Hollomon
o, Contrainte  d'écoulement pour une
o déformation plastique égale a l'unité.
2 n Coefficient ~ d'écrouissage  supposé
> constant.
- 80 1 E
Loi de Ludwik
_ A
0y=0,+0,;(¢")
o, Contrainte d'écoulement pour une déformation plastique nulle (o)
o, Valeur de o, — o, pour une déformation plastique unité
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n' Constante caractérisant I'écrouissage (= n)

Loi de KrupkowskKi

n"

— =hl =
c,=0,(" +&,)
&, o, Constantes telles que pour " =1-%¢,, o,=0,
n" Constante caractérisant I'écrouissage

C'est a priori cette derniére loi qui est le plus en accord avec les résultats expérimentaux.

4-2-2  Prise en compte de I'anisotropie

Ainsi que nous I'avons dit, I'anisotropie, si elle n'est pas déja présente a I'état initial du matériau, peut trés bien apparaitre a
la suite de la transformation. Par exemple dans les produits obtenus par laminage ou filage, les directions de laminage ou de filage
constituent des axes privilégiés. Dans de nombreux cas, I'hypothese d'isotropie n'est plus justifiée.

Pour rendre compte de ces phénomeénes, nous allons utiliser la théorie de Hill.
Bien que l'anisotropie puisse concerner toutes les propriétés, nous limiterons notre étude a l'anisotropie des propriétés

plastiques du matériau. Nous négligerons la déformation élastique. D'autre part, nous supposerons que notre matériau a un
comportement rigide plastique, c'est a dire sans écrouissage.

La théorie de Hill ne peut s'appliquer qu'a des états d'anisotropie admettant en tout point trois plans de symétrie deux a
deux orthogonaux. C'est le cas d'une tdle laminée.

Les intersections deux a deux de ces plans seront appelés axes principaux d'anisotropie. lls seront pris comme axes de
référence.

Critére de Hill
La forme de ce critére (couramment utilisé sur les matériaux anisotropes tels que les résines fibrées) est justifiée par les
mémes considérations physiques et mathématiques que celles du critere de Von Misés (indépendance vis a vis de la pression

hydrostatique, pas d'effet Bauschinger, symétrie ).

Dans le repere principal d'anisotropie, ce critére se présente sous une forme quadratique symétrique des composantes du
tenseur des contraintes :

2 2 2 2 2 2
F(UYY 0z ) +G(Uzz ~O xx ) +H (O-xx “Ovy ) +2Loy,"+2M o, "+2Noy, "=
Dans cette expression, F, G ,H, L, M et N sont les coefficients d'anisotropie.

Dans le cas particulier ou le probléme présente une symétrie de révolution autour de deux des trois axes principaux
d'anisotropie, on retrouve le critere de Von Misés.

La détermination des coefficients d'anisotropie se fait a l'aide de trois essais de traction suivant les trois axes

d‘anisotropie[(O; EX ),(O; EY ),(O; Ez )] et de trois essais de cisaillement simple dans les trois plans d'anisotropie. Cela peut

présenter de nombreuses difficultés car ces paramétres dépendent a priori de la déformation subie, ainsi que de la vitesse de
déformation.

Les résultats de ces essais sont contenus dans les formules suivantes :
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1 1 1 1
FZE( - 2+O_ 2+G 2]
o o e o,y Contrainte d'écoulement en traction uniaxiale suivant I'axe( ; ﬂx)
1 1 1 1 . . . o . =
G:_( s+ ZJ avec < o,y Contrainte d'écoulement en traction uniaxiale suivant I'axe (O; EY)
2\ Ooy" Oz Ooxx -
0,5, Contrainte d'écoulement en traction uniaxiale suivant I'axe (O; EZ)
1 1 1 1
H = 2T 2T 2
Ovzz Ooxx Oovy
1
L=——
200y, o4y, Contrainte d'écoulement en cisailleme nt dans le plan (O; E,.E, )
1 . . . - =
M :2—2 avec o, Contrainte d'écoulement en cisailleme nt dans le plan (O; E, Ey )
O ozx
O,yy Contrainte d'écoulement en cisailleme nt dans le plan (O; E..E, )
1
N=——
20 gy

Loi d'écoulement associée

Comme dans le cas d'un matériau isotrope (Critére de Von Mises), la loi d'écoulement se déduit du principe du travail
plastique maximal :

Ql

of
P o

1

of
p

0
On obtient donc les relations suivantes :

& xx :2/1p [G(Gxx Oz )"‘H (Gxx —Ovyy )] Exy :2/1,3 Loy

e=1

Qg

= éij =4

Ey =24, [H (O-YY ~O xx )_FF(GYY ~O0z; )] et 1¢y,=24,Mo,,
€ xx :2/1p [F(O-zz “Oyy )’FG (azz O xx )] € x :2/1;] No
Bien entendu la relation d'incompressibilité est vérifiée.

Cas des contraintes planes

Ce cas correspondant a la théorie des coques minces peut étre utilisé pour traiter certains probléme de tbles de faible
épaisseur laminées.

Le repére associé a la tble est le suivant :
(O; E ) est I'axe correspondant a la direction de laminage
(O; E, ) est I'axe correspondant a la direction transverse

(O; EZ) est I'axe normal a la tole

On effectue un test de traction dans une direction (O; EX) faisant un angle « avec la direction principale d'anisotropie

(O; EX ) On définit alors le coefficient d'anisotropie r comme étant le rapport entre la vitesse de diminution de largeur et la

vitesse d'amincissement de I'éprouvette de traction. Ce coefficient est directement accessible par I'expérience et va permettre de
diminuer le nombre de coefficients d'anisotropie inconnus.
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Ona:

£y H+@2N-F-G-4H kin® acos’ a
é

. Fsin? a+Gcos’ a

En général, on ne s'intéresse qu'a la valeur moyenne de r, appelée coefficient de Lankford. On a ainsi une bonne idée du
degré d'anisotropie de la téle, du moins si les fluctuations de r(«) ne sont pas trop fortes.

Classiquement, on détermine r pour trois valeurs particulieres de I'angle ¢r. On se donne :

r(oz:OO):R:i : r(a:45°):T:M X r(oc:90"):P:i
G 2(F+G) F

Le critere de Hill peut donc se réécrire sous la forme suivante :
% [(R+1)P0XX *+R(P+l)o,, *—2RPo 0y +(2T+1[R+P)o, ° ]:1

Il nous reste encore un coefficient a déterminer. Classiquement, on choisit de faire un essai de traction selon l'axe
(O; EX ) Le critére nous donne alors :

R 1

- 2
R+1O_OXX

Cas de l'anisotropie normale

C'est la cas particulier ol I'axe normal a la tole est un axe de symétrie de révolution, c'est a dire lorsque le plan de la téle
est isotrope.

Le coefficient de Lankford est alors constant et le critére de Hill se réduit a :
H
T [(r+1)(axx 2 +0yy 2 )»Zraxx Oy +2(2r+1)c7)<Y 2 ]:1
Le coefficient H est déterminé par un essai de traction simple :

r 1

4-2-3  Modélisation du comportement viscoplastique

A chaud, la vitesse de déformation joue un role prépondérant. 1l est donc naturel de postuler une loi de déformation
dépendant de . La loi la plus utilisée est la loi de Norton Hoff. Cette loi a d'abord été introduite par Norton sur une approche
unidimensionnelle du fluage. Elle est exprimée par la relation :

=m é)LOgG . . TV .
o 0=0,& avec m=F coefficient de sensibilité a la vitesse
Newton Srton 0ge
O

Les cas particuliers de comportement sont les suivants :
Von Misés *m=0 pla_st|C|te _
*m =1 fluide newtonien
*0<m<1 viscoplastique

v ol

La généralisation au cas tridimensionnel a été introduite par Hoff sous la
forme suivante :

Plasticité - Mise en forme




Michel MAYA
Enseignant en école d’ingénieur retraite

= = \(m-1) T . L, .
s=2K (\/58) & avec K consistance du matériau.

La contrainte d'écoulement équivalente o, nous est donnée par la relation :
~\m
o =\3K (V3Z)

Le parametre K consistance peut étre fonction de & et de la température T. Il est généralement déterminé par des essais
unidirectionnels (traction, torsion).

4-2-4  Modélisation du comportement élasto-viscoplastigue

On se contente de séparer le comportement élastique du comportement viscoplastique :

La partie élastique Vérifie la loi de Hooke que I'on peut écrire en vitesse :

G=2u¢° +/1Trace(2j|

La partie viscoplastique est liée au tenseur déviateur des contraintes par la loi de Norton Hoff.
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LES METHODES VARIATIONNELLES

1- DIFFERENTES FORMULATIONS

1-1 Introduction

L'analyse d'un phénoméne physique conduit souvent a une représentation mathématique sous la forme d'un systeme
d'équations aux dérivées partielles. Les conditions aux limites ou et initiales viennent compléter ce systeme afin de permettre de
déterminer les constantes d'intégrations.

Hélas, la résolution d'un tel systeme n'est analytiquement possible que dans certains cas trés simples. Souvent on est
incapable d'expliciter la solution réelle. On peut parfois obtenir une solution analytique approchée en formulant des hypothéses
simplificatrices associées par exemple a la géométrie (condition de symeétrie, théorie des poutres, théorie des plaques ... ) mais a
nouveau nous ne pouvons donner des solutions que dans certains cas. Dans un cas plus général il convient alors de rechercher une
solution approchée numérique.

La résolution numérique directe de ces équations est possible grace a l'ordinateur. On peut par exemple, remplacer la
notion de différentielle par la différence des valeurs de la fonction prise pour des valeur des variables trés petites. On est ainsi
conduit & une méthode de type différences finies. Cette méthode, intuitive, donne de bons résultats mais les temps de calculs
peuvent étre tres élevés. De plus ce genre de calculs itératifs présente I'inconvénient de cumuler facilement les erreurs d'arrondis et
d'approximation et le résultat final peut s'en ressentir.

Une autre approche consiste & établir une équivalence entre notre probléme différentiel et une forme intégrale. On peut en
effet associer des équations globales & une formulation locale. Ces équations sont sous forme intégrale, c'est a dire qu'elles sont
constituées de sommes d'intégrales sur le domaine et éventuellement sur sa frontiére. La condition reviendra alors a rechercher
parmi I'ensemble des solutions possible celle qui minimisera une certaine fonctionnelle. Ainsi la résolution de notre probléme
différentiel se ramene a une recherche de minimum.

La méthode des éléments finis consiste alors a restreindre I'ensemble des champs a un sous-espace engendré par un
nombre fini de champs de base et a trouver I'élément de ce sous-espace qui minimise la fonctionnelle. Le minimum ainsi obtenu est
le minimum dans le sous-espace engendré, mais il n'est généralement pas le minimum absolu. Le champ ainsi déterminé n'est par
conséquent qu'une approximation du champ réel. Cette approximation sera d'autant meilleure que le sous-espace sera vaste, mais
les temps de calculs (et donc le co(t de I'étude) augmenterons. Il est plus judicieux de bien choisir le sous-espace et le mode de
formulation du sous-espace.

Dans I'application de la méthode, il convient de bien dissocier la notion de sous-espace des solutions (approximation de la
fonction) de la notion de maillage (approximation du domaine).

1-2 Exemple

Afin de bien fixer cette idée nous regarder sur un exemple comment le choix du sous-espace peut étre important.
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On considere une poutre de section constante S et de longueur L suspendue par une de ses
m extrémités. On se propose de calculer la variation de longueur de la poutre associée a I'action de la
pesanteur. On suppose que le comportement reste dans un domaine élastique linéaire et que I'on
X connait le module d'Young E du matériau. D'autre part, l'attraction gravitationnelle est caractérisée par
la valeur g de la pesanteur. Enfin on désigne par o la masse volumique du matériau.

U(X)Jv La solution analytique de ce probléme existe. La variable x étant la position d'une section
courante de la poutre par rapport a I'extrémité de liaison, le déplacement vertical de cette section est
L donné par:

u(x)=%x(2 L—x)

g
Le déplacement de I'extrémité libre est donc :
PY 2
u(L)=—L
(L) T

Nous allons maintenant examiner des solutions par la méthode des éléments finis. Pour cela nous devons discrétiser
I'espace, c'est a dire découper la poutre en plusieurs éléments. Pour une discrétisation donnée, le choix de la fonction
d'approximation présente une réelle importance.

1-2-1  Approximation du déplacement par une fonction linéaire.

On utilise des éléments pour lesquels le déplacement est une fonction linéaire. Cette fonction étant caractérisée par deux
constantes, un élément de type isoparamétrique sera donné par deux noeuds.

‘LUO Si on désigne par & la variable permettant de décrire I'élément et par | la longueur du
& trongon, ona:
TGN i b
lucf) | "1 \U,
1SE 1 -1\U
VLUl L'énergie de déformation estalors: W, =——(U,,U, °
2 | -1 1 AU,
Sl 1
D'autre part le travail des forces de pesanteur est: W, :&(U oY, { j
2 1
Assemblage avec deux éléments
Dans le cas d'un assemblage de deux éléments (IzL/Z), les conditions d'assemblage nous
donnent :
1 -1 0 U 1 F
L2 0 0
SE Sl
°El 20 —afu, 229202 F,
| 2
0 -1 1 U, 1 F
‘L Uce
Dans cette expression, le dernier vecteur représente les forces appliquées par l'extérieur aux
L/2 noeuds d'assemblage.
Les conditions aux limites imposent :
U,=0;F,,=0;F =0

luL

La résolution du systéme précédent nous permet d'obtenir :
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3pgLl® . _pgl®.
U= SE U = oF s Fo=—pgSE

Assemblage avec trois éléments

m Dans ce cas les conditions nous donnent :

1 -1 0 0 U, 1 F
L/3 -1 2 -1 0|U 2 F
SE L13 :&SI + " | avecl=L/3
I 0 -1 2 11U, 2 2 2L/3
VL Uus 0 0 -1 1 UL 1 FL
L/3 Les conditions aux limites imposent :
Uo=0;F_3;=0;F, ,;=0;F =0
‘L Uaus
La résolution du systéme précédent nous permet d'obtenir :
L/3 5pgL’® 8pgL® 4pgl’ 9pgL® pgl’®
LI3= 1o ' Y2L3= = U = =
18E 18E 9E 18E 2E
l UL FO =—pgS E

1-2-2  Approximation du déplacement par une fonction guadratique

La fonction d'interpolation choisie est du second degré. Caractérisée par trois constantes, un élément de type
isoparamétrique sera donné par trois noeuds. On a alors ;

UO
u(g)z{l 3¢ 267 45 4 g,zeﬂj

B NE Uiz

L'énergie de déformation est :
LSE 7 -8 1 U,
Wdéf:E?(U01U|/2,U| -8 16 -8 U”2
1 -8 7 U,
Pour le travail des forces de pesanteur, ona:

1
W/ w29 U, u,) 4

gra 6
1
L/3
Assemblage avec un élément
‘L Uus Dans ce cas (I = L), les conditions d'assemblage nous donnent :
L/3 SE 7 -8 1 U, | 1 F
e R I [V P4 F,
‘L Uaus 1 -8 7 U L 4 I:L
L/3
Avec les conditions aux limites :
U,=0;F,,=0;F =0
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2-

Nous obtenons :

3pgl® . _pgl®
U,,= SE U = oF ;Fo=—pQgSE

1-2-3  Conclusions

*u(x) . On constate que dans les trois cas, le déplacement d'extrémité

Solution exacte = calculé est le méme et que I'on obtient la valeur exacte.
Fonction quadratique Par contre, on remarque, en comparant les fonctions
3 Noeuds déplacements, que dans le cas d'un assemblage utilisant des éléments
Fonction linéaire  linéaires, on ne peut qu'approcher la solution. La convergence va se
— 3 faire avec le nombre d'éléments.
noeuds S 1z .

Dans le cas de l'utilisation d'é¢léments quadratiques, un seul
élément apporte la solution. La convergence est instantanée.

On constate bien dans cet exemple que le choix du sous-
espace vectoriel des fonctions est extrémement important. En
particulier, si le sous-espace vectoriel retenu contient la solution
exacte, la méthode des éléments finis nous donnera alors cette

noeuds

¥ x

solution.

FORMULATION INTEGRALE D'UN PROBLEME

Avant de donner la formulation globale de notre probléme de mécanique des milieux continus, nous allons définir
certaines entités mathématiques.

2-

1 Définitions

2-1-1  Opérateurs

On considére un espace vectoriel de champs scalaires ou vectoriels définis sur un domaine matériel (D).

On appelle opérateur toute application de cet espace dans un espace vectoriel image dont les éléments

sont des champs scalaires ou vectoriels définis sur le méme domaine matériel (D).

Partant de cette définition, on constate que l'application qui, a un champ vectoriel de déplacement G(M) défini sur le

. . : . 170 ou, ou, )
domaine matériel (D), associe le champ vectoriel de composantes ikl f est un opérateur.
;| X, X,
ou, Ou, \|=
G(M)—2 > Ad)=—2 [Kijk, g
2| X, X,

Remarques :

* Cet opérateur nécessite un champ de déplacement deux fois continlment dérivable.

* Avec cet opérateur, en petites déformations, I'équation locale de I'équilibre devient :
Ai)=f-py
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Un opérateur Q d'espace de définition E sera dit linéaire si et seulement si :
(U, V)eE,” et V(4, u)eR® ona Q(AU+uv )=AQ(U 1 uQ(V)

L'opérateur dérivation étant un opérateur linéaire, on constate aisément que lI'opérateur A est linéaire.
2-1-2  Fonctionnelle

Une fonctionnelle est un opérateur dont I'espace image est égal a I'espace des champs scalaires
constants.

Dans le cas de la mécanique linéaire des milieux continus, on pourra introduire la fonctionnelle suivante :

e - ou;
J(M)L)W(UHa:gdv:HKijkl[o”uk Iaulj ou, u,
D D

. : dv
XK XK NK K

2-1-3  Produit scalaire

Afin de poursuivre, il faut associer une métrique aux espaces utilisés, c'est a dire introduire une loi de composition appelée
produit scalaire.

Champ scalaire L'espace des champs scalaires définis sur D est muni du produit scalaire suivant :
(X1 y)—)x, y<=.|' xydv
D

La norme associée a ce produit scalaire est :

== [

Champ vectoriel L'espace des champs vectoriels définis sur D est muni du produit scalaire suivant :
(U/9)— )i, V(=] Gvav
D

La norme associée a ce produit scalaire est :

o (- "

2-1-4  Opérateur symétrique

L'opérateur Q est dit symétrique si et seulement si :

(U, V)eEy* )Q(U), V(=)d,Q(V)(

Considérons l'opérateur A précédemment défini et désignons par B sa restriction I'ensemble des champs vectoriels deux
fois continlment dérivables et nuls sur la frontiére.

Nous allons vérifier que I'opérateur ainsi défini est bien un opérateur symétrique.
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Ona:

1 o ou, ou,
>B(u),v<:—5£vi A {Kijk,( P : X, Hdv

Soit en utilisant la formule d'intégration par partie :

a9 of
f d —1g—d fgn.d
I Igd( v+dj3 gn,ds

>B(U)'\7<:1 al Kij - ’§UI dV_lJ.Vi Ki aUk"'ﬁ n; ds
25 &, | Ml & 2) X K,

D ]

Mais sur la frontiere du domaine, le vecteur vV est nul. On a donc :

ov.[  (éu, & oV,
B, V(=2 [ T2 K| Tt 2 | fau=t [ 2k, v
2) & & & 20 &,

iL

Avec :

1l<J| =0;;('|Ik +Z(_Uk|
De méme on peut définir :

&= Al +ﬂ
X, X,

Onadonc:

B(U) : J K En de%! %\/:K jiki £y av
Mais de plus :

Gij=Kijk|5k|:‘7ji:Kjik|5k| = KijkI:KjikI

Ce qui nous donne :

B(U) : I( V ]Kuklgkldv
VB(0), V(= Ky &4 25 dv

Mais comme le tenseur d'élasticité est symétrique (Kijkl =Ky )

>B(U)V IKljklgklgljdV J.Kklljgklg dv= IKIjkI £V

Cette derniére relation montre bien que I'opérateur B est symétrique :

VB(0), V(= ), B(V)(
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2-1-5  Opérateur défini positif

Un opérateur Q est défini positif si et seulement si :
ViieE, avect =0 )Q(u), (>0

L'opérateur B précédent est défini positif car le produit scalaire formé représente I'énergie de déformation du domaine qui

est positive ou qui ne peut s'annuler que si le champ de déplacement est nul.

Un opérateur Q est borné inférieurement si et seulement si :
VieE, avecl =0 )Q(U), u(>k)d, u(

2-2  Théoréme du minimum

2-2-1  Enoncé

Soient : Q un opérateur linéaire symétrique défini positif

E, I'espace de definition de Q

g un champ scalaire ou vectoriel, de norme finie appartenant a I'espace vectoriel
qui contient E, et I'espace image de Q

w une fonctionnelle définie par :

ViieE, z//(U)%)Q(U),U(—)q,U(

Si I'équation Q(u)=g admet une solution, alors cette solution minimise la fonctionnelle
Réciproquement, s'il existe un champ 4, appartenant a E, qui minimise la fonctionnelle v, alors ce

champ est solution de I'équation Q(u)=g

2-2-2  Démonstration

Proposition directe

L'hypothése de départ est la suivante :
30, €E, / Q(d,)=0

Montrons tout d'abord que G, est I'unique solution. Supposons qu'il y ait une autre solution :
Ju, ek, /Q(U;)=q

Onaalors : Q(U,)—-Q(,)=0 < Q(u,—u,)=0
Ce qui nous donne : )Q(U,—d,), U, —U, (=0 = U,—0, =0 car Q est défini positif.

Montrons maintenant que la solution existante minimise la fonctionnelle.
Soit G un élément quelconque de E, . Il est toujours possible V appartenanta E,, tel que :
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ona: l//(U):%>Q(U), a(-)d, U(z%)Q(UO ), 0 +9(-)d, T, 47

. .1 R § .-, 1 v -, 1 N \e - -
Ce qui nous donne : y/(u):E>Q(uO), T <+E>Q(u0), v<+E>Q(V), u0<+E>Q(V), V<—>q, U, <—>q,v<
Mais l'opérateur Q est symétrique : >Q(UO ), \7<=>UO : Q(\7)<:>Q(\7), UO<
Do W (D)=2)Q). Gy (+)QE), T+ )Q), 1(-)a, Uy (). ¥

On peut encore écrire : 1//(U)=%>Q (Uy), U, <+ >Q(UO )—q, \7<+%>Q(\7), \7<—>q, U, <

Maison alarelation:  Q(U, )—G=0

_ I R,
Ce qui nous donne : w (U)=w (U, )+E>Q V), V<
D'aprés la propriété du produit scalaire, nous pouvons écrire : weE, /\7¢6:>>Q(\7), \7<>0
Ceci nous prouve bien que nous détenons le minimum de la fonctionnelle : w(U)>y(U,) Vizd,

Proposition inverse

Cette fois I'nypothése de départ est la suivante : Ju, ek, /VUeE, w(U)zy (Uy)
On peut donc écrire : VWeE, VAER w(Uy+AV)2y (U))
. . I A A -
Mais ona : w (U, +AV)-w (U, )=E>Q(u0 +AV), U, +/1v<—>q, U, +/”LV<—E>Q(U0 ), U, <+>q, Uy <
/12
D'ou : y (U +AV)—y (U )= 2)Q(U,)—d, \7<+?>Q(\7), v(
/12
Ce qui nous donne : VAieR 0< 1>Q(UO )—q, \7<+?>Q(\7), \7<
Le polyndme a 4> +b A ne peut étre toujours positif que si le coefficient b est nul. D'ou : >Q(UO )—d, \7<=0

Le produit scalaire devant étre nul quelque soit le vecteur vV, ona: Q(Uo)zq

2-2-3  Remarques

Remarque 1 On vient de montrer I'égquivalence entre les deux problémes. La résolution de I'équation
Q(U)=q et la minimisation de la fonctionnelle y sont deux formulations équivalentes d'un méme probléeme
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Toutefois, ce théoreme ne fournit aucun renseignement sur l'existence de la solution. Il manque une hypotheése
supplémentaire pour que la probleme admette une solution.

On démontre que la condition nécessaire et suffisante pour assurer I'existence de la solution est que I'opérateur Q soit
borné inférieurement. Dans la pratique, les opérateurs étant associés a des états physiques, cette condition est toujours réalisée.

Remarque 2 La symétrie et la définie positivité des opérateurs associés au probleme d'élasticité ne sont
acquises que si on les restreints a des espaces de champs nuls sur la frontiere du corps étudié.
Pour les problemes réels, la solution ne satisfait pas forcément a cette condition. On est amené a généraliser le théoréme
du minimum pour aboutir aux formulations globales.

2-3  Théoréeme de la forme bilinéaire

2-3-1  Enoncé

On considére une forme bilinéaire symétrique définie positive dans un espace E.
(G,V)eE? ~w(d,v)

Soit E, un espace vectoriel tel que :
v(i,V)eE? = i-VeE,

Considérons enfin la fonctionnelle  définie par :

1 _ ~
l//(u):EW(U , V)—L(u) ot L(U) est une fonctionnelle linéaire définie sur E.

Si @ minimise y, alors Gest tel que : WVeE /=0 w(d,V )-L(V)=0
Réciproquement, si a esttel VVeE /V=0 w(i,V)-L(V)=0 |, alors a minimise v

2-3-2  Démonstration

Remarquons tout d'abord que si (i, d") appartient & E° et si on note 77=0G—0", alors :
w (U)—y (U")=y (7+U")-y (U")

=l w07 -L @)L @)
(7, 0w 7)-L )

Proposition directe

On formule I'nypothése suivante : U, minimise la fonctionnelle

Onadonc :
VieE/u-U,=p  alors w(U)-y(u,)=0

D'ou :

W(ly, 7)-L )+ (7, 70

Soit V un élément quelconque mais non nul de E. On peut dire : JAeR/n=AvV
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Onadonc:

éw(V,V)-F/i(W(UO,V)—L(V))EO

Cette inégalité devant étre vraie quelque soit le scalaire A on peut en déduire :
WWeE /V=0 w({,,V )-L(V)=0

Proposition inverse

Cette fois I'nypothése est :
Soit G, un élément de E tel que ~ VVeE /V=0 W(UO,V)—L(V):O

On peut alors écrire :
g o _ _ I 1
VUEE /U=ly=7  y (@)= (Uo)=W(ls, 77 L)+ W(7. 77)
Mais, comme 7 est un élément de E, on peut dire : 0=w(li,, 7 )-L(77)

Ce qui nous donne :

VUSE (@) (U;)= w7, 70

2-4  Formulations variationnelles des problémes d'élasticité

Ainsi que nous allons le constater, I'application des théorémes précédents a un probléme d'élasticité va nous conduire a
des relations couramment utilisées.

2-4-1  Théoréme des puissances virtuelles

On désigne par CA I'espace des champs vectoriels G de déplacement deux fois continlment dérivables et respectant les
conditions de déplacements imposeés sur la surface Su du domaine (champs Cinématiquement Admissibles).

On désigne par CA, l'espace des champs vectoriels 0 * de déplacement deux fois continlment dérivables et ayant des
déplacements nuls sur la surface Su du domaine.

V(U,V)eCA® — G-VeCA,

Les relations de I'élasticité nous permettent d'écrire :

=/ 1 ﬁui ﬁuj
okl P
i i

<

&P Glaij:Kijk, Eu

D'autre part nous pouvons définir les formes scalaires suivantes :
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VUECA, VI *eCA, - P(0, 0 )= [ o *dv=—[ o, &, *dv
D D

”*

L( ):j(f p;/)d—d d)—dv

) dt dt

Thed

. P ) N . , du
Dans cette derniere définition, Sf représente la surface du domaine a efforts imposes. De plus le vecteur

représente

le vecteur vitesse virtuelle et on peut lui associer un tenseur taux de déformation virtuelle &*.

_ . o . R 1
On constate facilement que P(u ,U *) est une forme bilinéaire symétrique définie positive. La quantité E P(u ,u *) porte

le nom de puissance virtuelle des efforts intérieurs dans le déplacement virtuel G *.

De plus L(U *) est une forme linéaire, elle représente la puissance des forces extérieures volumiques f et surfacique @
dans le déplacement virtuel G *.

Le théoréme des puissances virtuelles s'énonce alors sous la forme :

Un champ de déplacement d cinématiquement admissible est solution du probleme d'élasticité si et
seulement si :

Vi *eCA, P(0,d *)+L (0 *)=0

Comme on peut le deviner, ce théoréme est une conséquence du théoreme de la forme bilinéaire.

Pour le démontrer nous allons utiliser I'opérateur A(U) précédemment défini :

G(M)— > A )——E&ﬁ{mk. [i%‘;iﬂE

On utilise alors le produit scalaire donné par :

- Tha oo ) TR
VUECA, Vi *<CA, 1> v(a,a*k>— A)+ - p7, d:t <= ! 0;” .d“' dv+j (F —p;/)dd—dv
Une intégration par partie nous donne :
0 *
j il .du—d = J' o (du jd ja n ds
D @(j dt D j

La surface AD du domaine est telle que éD =Sf U Su avec Sf NSu=g. Onadonc:
*

IGH du* nde:J.O'ij du,* nde+J.O'ij du,* nde:IGij du, n,ds
D dt Sf dt Su dt Sf

Ce qui nous donne :

V(U,U*):—Iaij i(dui jdv+-|-0'ij au,
Sf

njds+£(f—py7)%dv
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De plus : Iaij (du jdv ja &y *av
>0t
Et: J'a —n ds ICD d q)—ds
dt d dt
Dot : v(d, 0 *)=P(d, U*)+L(U*):>—A(U)+ f— py, a*<

Donc, si U est solution du probléme d'élasticité (A(U)zf—pf), le produit scalaire V(U,u *) est nul pour champ
virtuel 0 *.
Réciproquement, si quel que soit le champ virtuel G*, le produit scalaire V(LT,U*) est nul, alors l'intégrale

o0
j — 4+ f.—py, |u, *dv estnulle. Ainsi, le champ G est solution du probléme d'élasticité.

D i

2-4-2  Théoréme du minimum généralisé

Nous nous donnons les formes suivantes :
VieCA — w(d,u )=j o:gdv=.|' o & dv
D D

(@)= (F-p7 Judv+ [ D.av

L'énoncé du théoréme du minimum généralisé est alors le suivant :

La formulation locale du probléme d'élasticité est équivalente a la formulation globale qui consiste a
chercher un champ vectoriel a cmemathuement admissible et qui minimise la fonctionnelle :

w(6)=5w(a,a%h(a)

La démonstration de ce théoréme est quasi évidente.

La fonctionnelle ainsi définie est appelée énergie totale du systéme associée au déplacement U. Elle est égale a la
différence de I'énergie élastique de déformation et du travail des forces extérieures dans le méme déplacement.

Remarque : Volontairement, nous avons présenté un théoréme sous forme "vitesse" et l'autre sous forme

"déplacement” mais il est possible de faire un mélange des deux types de présentation. On pourra ainsi parler du théoreme des
travaux virtuels.

2-5 Formes intégrales

2-5-1  Généralités

Un systéme physique est caractérisé par un ensemble de variables qui peuvent dépendre des coordonnées d'espace (x;) et
du temps t. Certaines variables (c) sont connues a priori (masse volumique, dimensions du systeme, sollicitations ...), mais d'autres
(u) sont a déterminer (déplacement, température, contraintes ...)
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Un modéle mathématique du systeme permet d'écrire des relations entre U et ¢ en utilisant les lois de la physique. Ces

relations constituent un systéme d'équations. Les degrés de liberté du systeme sont les paramétres nécessaires pour déterminer les
inconnues a un instant donné.

Un systeme est discret s'il possede un nombre de degrés de liberté fini, dans le cas contraire, il est dit continu.

Le comportement d'un systéme discret est représenté par un systéme d'équations algébriques. Celui d'un systéme continu
est représenté par un systéme d'équations différentielles associé a des conditions aux limites et des conditions temporelles. Les
équations générées par un systéme continu ne peuvent généralement pas étre résolues analytiquement. Il est donc nécessaire de
discrétiser ces équations, c'est a dire de les remplacer par des équations algébriques. La méthode des éléments finis est I'une des
méthodes permettant de faire cette discrétisation.

Un systeme est dit stationnaire si ses variables ne dépendent pas du temps.

Pour la suite nous envisagerons le cas d'un systéme continu stationnaire dont les équations peuvent étre décrites ainsi :
A(u)=f dans le domaine D
B(u)=g sur la surface oD du domaine

Dans ces équations A et B sont des opérateurs différentiels, f et g sont des fonctions connues.

2-5-2  Méthode des résidus pondérés

Dans la méthode des résidus pondérés, la solution exacte u, du probléme est recherchée dans I'ensemble de fonction qui
verifient la condition sur la surface du domaine et qui d'autre part vérifient la forme intégrale suivante :
j a(A(u)-f Jdv=0
D
Dans cette forme intégrale, o est une fonction qui appartient a un ensemble de fonctions test E . On montre que I'on peut
obtenir la solution exacte du systéme continu si I'ensemble E_ des fonctions test est infini et si toutes les fonctions test sont
indépendantes. Dans le cas contraire nous n‘aurons qu'une solution approchée.

2-5-3  Forme intégrale faible

La forme intégrale précédente implique deux contraintes qu'il est souvent difficile de respecter. D'une part il est nécessaire
que la fonction u soit dérivable continlment au moins jusqu'a I'ordre de lI'opérateur différentiel A, d'autre part, il est impératif que
la fonction u vérifie les conditions aux limites imposées.

Il est possible de modifier ces conditions en faisant une intégration par partie et en changeant I'ordre de dérivation.
L'intégration par partie donne une forme intégrale faible qui présente les avantages suivants :
* |'ordre maximum des dérivées de u qui apparaissent dans la forme intégrale diminue.
* certaines des conditions aux limites qui apparaissent dans la forme faible peuvent étre prises en compte dans la
formulation intégrale, au lieu d'étre satisfaites uniquement par u.

Par contre I'intégration par parties fait apparaitre des dérivées de la fonction test «. Les conditions de dérivabilité de cette
fonction augmentent. De plus on peut avoir a imposer certaines conditions & ¢ pour faire disparaitre certains termes de contour.

3 APPLICATIONALAM.E.F.
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3-1 Présentation

Systéme physique

. . Ainsi que nous venons de le voir, il existe plusieurs formulations d'un
Lois de la physique « .
méme probleme.

Equation aux
| dérivées partielles

En mécanique des solides, la notion de fonctionnelle est souvent
utilisée pour construire directement une formulation intégrale en utilisant le

- . principe de stationnarité de la fonctionnelle d'énergie.
Résidus Théorémes

pondeérés énergétiques

En fait cette méthode est un cas particulier de la méthode des résidus
pondérés qui fournit selon le choix des fonctions de pondération (ou
fonctions test) tout un ensemble de formulation intégrale. Il reste donc
maintenant a définir les fonctions test et a discrétiser I'ensemble dans lequel on
va rechercher la solution.

Formulation

Formulation
| variationelle

intégrale

Approximation des fonctions inconnues

Systeme On est conduit au schéma ci-contre.
d'équations algébriques
‘ La Méthode des Eléments Finis (MEF) intervient essentiellement

Résolution numérique dans la modélisation des fonctions inconnues

' Solution approchée

3-2 Discrétisation

La fonction inconnue recherchée est toujours supposée Vvérifier le systéme :
A(u)=f dans le domaine D

B(u)=g sur la surface oD du domaine

Nous supposerons de plus qu'il existe une fonctionnelle F associée a une forme intégrale, et telle que la fonction inconnue
u minimise l'intégrale :

ds

2 2
J'FV u@&—g dv+'[l:S u,@,a LZJ
’ XK, K D K, i

Enfin nous allons approximer la fonction inconnue par une approximation du type élément fini :

u(x, %uﬁp(iF;Nm)w

Dans cette expression, n représente le nombre total de noeuds d'interpolation et X est le vecteur de I'ensemble des noeuds
d'interpolation

Regardons maintenant comment cette approximation va nous permettre de passer du systéme continu au systéeme discret.

3-2-1  Forme intégrale

Ce qui suit est valable aussi bien pour les formes intégrales fortes ou faibles. La différence vient de la prise en compte des
conditions aux limites et des conditions imposées & u® qui sont choisies lors de la construction des éléments finis.

La discrétisation de la forme intégrale J.a(A(u)—f)dv=O se fait en prenant n fonction test «, (ou fonctions de

pondération) indépendantes.
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Nous sommes donc conduit a solutionner ce systéme :
IalA(uap)dv: I% f®dv  pour A=lan
D D

La résolution de ce systeme a n équations pour n inconnues (ui) donne la solution du systéme discret. Le choix des
fonctions test «, donne lieu & différentes méthodes.

Collocation par point

Les fonctions test &, sont égales aux distributions de Dirac en n points X & appelés points de collocation.

La fonction de Dirac 5(Xi) en un point x; est définie de la fagon suivante :

S(x }=0si x#x, et lim[ " 5(x Jix=L

H—>0IX—p

Onadonc:
A[u * ()Z oo )]:f o ()Z co ) pour A=lL..n

Il est & noter le cas particulier ou les points de collocation sont confondu avec les noeuds d'interpolation

Méthode de Galerkin

Cette fois les fonctions de pondération sont prises égales aux fonctions d'interpolation, soit :
a,=N, pour A=l..n

On obtient alors :
J'NiA(uap)dv=J'Nl f®dv  pour A=lan
D D

C'est une des méthodes les plus employées, surtout avec la forme intégrale faible.

Ainsi, si A est un opérateur linéaire :

Au® (x)=3 AN, X)),

p=1
Ce qui nous donne :

Zuﬂj' NﬁA(Nﬂ)dv:J'Nl f*®dv  pour A=lan
u=1 D D

Soit sous forme matricielle :
KU=F

Dans cette expression, U est le vecteur colonne formé des fonctions d'interpolation U,, F est le vecteur colonne des

termes flz_[lea"dv appelé vecteur des sollicitations et K est la matrice carree de terme genéral
D

K. =I N, A(N ,)dv appelée matrice de raideur ou de rigidité.
D
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3-2-2 Forme variationnelle

Si le probléme est exprimé sous forme variationnelle, la discrétisation se fait en minimisant I'expression par rapport aux n
inconnues.

Considérons par exemple un probléme de type variationnel caractérisé par la fonctionnelle :

W(U)%)Q(U), u(-)q uf

L'approximation du champ inconnu nous conduit a la relation :

u(x; Jou® (zhz”_;wm

Nous avons donc pour notre fonctionnelle :

Y (=2)QM)u (-)a,u™ (= )=o)

En minimisant par rapport aux fonctions u, nous obtenons un systéme de n équations :

OV o 10\ ) O\
%:°:§E>Q(U (=g

Les produits scalaires sont des opérateurs linéaires. Nous pouvons donc écrire en utilisant l'approximation de la fonction

inconnue :
u(x Jxu®™ (X)=3" N, (X,
A=1

)a,u(=>_N,)q, u,(

A=1

n n n

QM) u(=>"N,)Q),u,(=>" > N,N,)Q(u,).u,{

A=1 u=l 1=1

En utilisant le théoréme d'Euler sur les dérivations des fonctions quadratiques, nous obtenons :

2—‘1=0=N1[§ Nﬂ>Q(u#),1<—>q,1<} = KU=F

3-2-3  Conditions aux limites

Jusqu'a présent, les conditions aux limites ne sont pas intervenues explicitement. Deux types de conditions aux limites
sont & envisager.

Les conditions de type Neumann

ou
Ce sont des conditions qui font intervenir la dérivée normale (E sur une partie éD, de la frontiére. En général, cette

condition fait partie de la formulation. Si ce n'est pas le cas, il est bien difficile d'en tenir compte de fagon rigoureuse sans
. . . 1 - o ou .
augmenter le nombre d'inconnues. On peut toutefois construire des éléments finis, formulé directement avec Y comme inconnue

mais la mise en oeuvre est bien plus délicate.
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Les conditions de type Dirichlet

Ce sont des conditions d'imposition de la fonction inconnue u sur une partie de la frontiére du domaine. 1l n'y a pas de
probléme particulier puisqu'on peut agir directement sur les matrices du systeme.

Supposons par exemple que la valeur de u soit imposée au noeud A : u,=u,

Pour prendre en compte cette imposition, il suffit de modifier de la fagon suivante la matrice de rigidité et le vecteur des
sollicitations :

Ky .. Klj . Ky, K, .. K,=0 .. K.,
Ki, K” Kin| = |Ky=0 K, =1 Kin=0
Knl Knj Knn Knl KM = 0 Knn

0
Fn Fn - anuz
Nous avons ainsi un systéme de n-1 équations indépendantes pour n-1 inconnues.

3-3 Cas non linéaires

Jusqu'a présent nous n'avons envisagé que des problémes physiques linéaires et stationnaires. Dans les faits nous devons
parfois introduire des non-linéarités qui peuvent étre d'origine matériau (loi de comportement) ou structural (instabilité de
flambement). Les parameétres physiques deviennent alors des fonctions des inconnues.

Le caractére non linéaire n'introduit pas de différences fondamentales dans la formulation. Son traitement fait surtout
appel a des méthodes purement numériques. On est ramené a résoudre une suite de systemes linéaires en suivant une démarche
itérative.

Ainsi pour une formulation de type Galerkin, nous avons :
J.NlA(ua")dv=_[Nl f®dv  pour A=lan
D D

Que I'on peut aussi écrire :
Gl (uy)z Fl
Lorsque l'opérateur A est linéaire, on obtient :

Gﬂ(u#)=ZKﬂﬂu#=Fﬂ
u=1

Soit sous forme matricielle :

[KRUj=F)

Comme les coefficients K,, sont constants (indépendants des parametres u,), I'ensemble de ces n équations forme un
systéme linéaire. Dans le cas contraire, on est amené a adopter une méthode itérative.
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Comme de plus les conditions aux limites peuvent étre fonction des parametres u,,, la formulation matricielle devient alors

[KUfU=FU)} < R(U)= FU)HK(U)KU}= o)

Dans certains cas (plasticité) nous n‘avons qu'une forme incrémentale :

[K(U)iaui={aF

Résoudre le systéme non linéaire, c'est trouver le vecteur {U} qui annule le résidu {R (U )} On procede par itération en
imposant un test de convergence a chaque itération. Le schéma est alors le suivant :
/\ Divergence

- Changer l'algorithme
- Changer la solution initiale

Prédiction Correction
Estimation - Algorithme Test de
Initiale iy Solution améliorée Convergence

Solution

Dans la majorité des algorithmes, nous sommes conduit a résoudre un systéme d'équations linéaires a chaque itération.
Dans la pratique, il n'existe malheureusement pas de processus itératif universel.
Les criteres de choix d'un algorithme de résolution sont les suivants :
* Type de non-linearité (localisée ou totale, liée au comportement du matériau ou de la structure, ...)
* Existence de solutions multiples
* Risque de divergence
* Précision et rapidité de convergence désirées.

3-3-1  Méthode de substitution

N
KU Dans cette méthode, on construit une suite de solutions
N N {U' } en résolvant le systéme suivant :
elv o)

Bien entendu cette méthode nécessite le choix d'un
vecteur initial {UO}. Pour faciliter la convergence, il est
intéressant de choisir ce dernier aussi pres que possible de la
solution, mais comme on travaille avec un vecteur présentant n
inconnues, ce choix est souvent trés délicat. En général, on

U choisit le vecteur nul comme point de départ.

~
B>

Le critere de convergence peut se faire :
soit en comparant deux vecteurs consécutifs {AU' F{U' }—{U "l}
soit en calculant le résidu de l'itération : {R(Ui )F{F(U L )}—[K(U 1 )]{U i’l}
Il est & noter que dans les deux cas nous devons travailler avec un vecteur et qu'il convient de se donner une norme pour

faire le test de convergence. Nous pourrons prendre soit la norme classique (racine carrée de la somme des carrés des composantes
du vecteur) soit la norme du maximum (valeur de la plus grande des composantes du vecteur).
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3-3-2  Algorithme de Newton-Raphson modifié

Cette méthode fonctionne bien dans le cas ou le vecteur {F} est constant. On a alors :

RIU=FHRU™ o™ (™ o Hi( o kU Jlau'y
A Reprenons la formulation matricielle initiale en
décomposant la matrice [K | en une matrice [K, ] constante

4 (linéaire) et une matrice [K ,, ] fonction de {U} (non linéaire).
On obtient

T RO Jau! ol (0 flauy

Pour la résolution, on néglige la partie non linéaire.
Le systéme devient :

R HK fau')

Les calculs sont plus simple que précédemment car
U on ne travaille gqu'avec une seule matrice pour l'inversion du
>  Systéme a résoudre.

KU

Cet algorithme est souvent employé dans le cas de faible non linéarités.

3-3-3  Méthode de Newton-Raphson

Pour les problémes fortement non linéaires, il convient d'employer une méthode qui présente une bonne convergence ce
qui n'est pas le cas des méthodes précédentes. Basée sur la notion d'application linéaire tangente, la méthode de Newton-Raphson

répond bien a ce genre de probléme.
A

A moins d'avoir la solution exacte du probléme, le
résidu d'une itération n'est pas nul :

; , RO HFL" KU o o}

A I'itér_ation suivan_te on cherc_he a a_nnuler le résidu
KU R R KL o
={R(U" + AU )~{0}

L'algorithme associé & la méthode est obtenu en
développant ce résidu en série de Taylor au voisinage de {U' } :

R(U"+ AU HR(U! )}q{%} (AU ={0}

u=u'

v C

En négligeant les termes d'ordre supérieur on obtient :

RO T ] o]

u=u'

R K Jaur |

On fait ainsi apparaitre la matrice tangente [Kt] dont I'expression peut étre obtenu en dérivant le résidu :

Sous forme matricielle :
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o hE] (5] ]

A

Sous forme indicielle on a :

AJ

OF, oK,
(Kt )ij =_0,U_j+Kij +|Z O,U—jlul

3-3-4 Méthode incrémentale

AJ

Dans les méthodes itératives précédentes, la solution initiale joue un réle important. Selon le choix de cette solution, les
méthodes peuvent diverger, converger vers une solution non acceptable ou donner une bonne solution.

A

F\

KU

Newton-Raphson s'écrit pour un niveau de sollicitation donné :

K. (U fau; =
R(U,
{au j j={u i U

R

”»u“wiw

Dans le cas ou on utilise plusieurs itérations on a :

<0, ou, R,

bu, D,

3-4 Cas instationnaires

B

\%

La méthode incrémentale consiste a appliquer
virtuellement le chargement progressivement. On définit
donc un paramétre de charge A que I'on fait varier entre
0 et 1. Onapour une valeur 4, du parametre :

(U =2, U, )

Pour I'étape d'indice j, on prend la solution de
I'étape j-1 pour solution initiale. Chaque étape est un
probléme non linéaire qui se résout a l'aide des
méthodes précédentes. Toutefois, comme la solution
initiale d'une étape donnée est proche de la solution
finale, le nombre d'itération nécessaire est réduit et peut
étre limité a un.

Dans le cas d'un chargement constant, la

méthode incrémentale, utilisant une itération de

=2, )F)
Uy,

4

N )}+(/11 ~Aja ){F}

Le caractére instationnaire du probléme implique une discrétisation temporelle supplémentaire qui permet d'intégrer (dans
le temps) le systeme différentiel. On est ramené a résoudre a chaque pas de temps un systéme qui peut étre non-linéaire.

La discrétisation spatiale d'un probléme instationnaire conduit a une équation différentielle en temps qui de fagcon générale

se présente sous la forme suivante :

MO CHO K

U}=fF)

Cette équation (qui en fait est un systeme d'équations) est assortie d'une condition temporelle a I'instant t,, :

Hot)|-40.) {ute)}

U
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Dans un systeme linéaire, les matrices sont indépendantes des parameétres. De plus, dans de nombreux systémes physiques,
les matrices sont indépendantes du temps. Le cas le plus complexe est bien entendu celui associé a des matrices fonctions des
parametres (non linéaires) et dépendantes du temps.

Il est toujours possible de transformer un systéeme du second ordre en un systeme du premier ordre. Toutefois cette
opération n'est que peut utilisée car elle exige une réorganisation des matrices et elle conduit a des matrices non symétriques. De
plus il existe des méthodes efficaces pour résoudre directement les systemes du second ordre.

Comme dans le cas précédent, il existe plusieurs schéma de résolution et nous nous contenterons de présenter le schéma
d'Euler explicite dans le cas d'un systeme du premier ordre. On se donne la relation numérique suivante :

U=, = Ait[{U(t +ADHU®]]

La solution U(t) étant connue, on peut écrire :

U+ ap=uml+ atlc o [FoHKOum))

Un des principaux problémes rencontrés est la définition du pas de temps. En effet, selon le schéma d'intégration, les
algorithmes peuvent ne pas étre stables.

La discrétisation temporelle est une opération qui s'avere le plus souvent délicate et fortement dépendante du probléme
considéré. Selon la nature du couplage entre les variables d'espace et de temps, la solution par éléments finis peut étre affectée de
fagon significative par le schéma d'intégration temporelle. En particulier, on est souvent conduit & des approximation dans I'écriture
des équations d'équilibre et on doit résoudre alors un probléme spatial en "équilibre approximatif".
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FORMULATIONS ELASTOPLASTIQUE
ET VISCOPLASTIQUE

1- RAPPEL DES EQUATIONS

L'introduction de la plasticité dans la loi de comportement d'un matériau ajoute quelques difficultés supplémentaires au
traitement des équations. Il faut toutefois bien noter que I'on peut obtenir plusieurs solutions & un méme lot d'équations. Par
conséquent, si on a obtenu une solution, il reste possible que cette solution ne soit pas nécessairement la solution recherchée.

L'utilisation des méthodes pas & pas et une bonne compréhension des phénoménes sont essentielles si on veut avoir des
chances d'arriver a la bonne solution.

1-1 Théoréme des puissances virtuelles

Ainsi que nous I'avons déja vu , le théoréme des puissances virtuelles n'est qu'une conséquence du principe fondamental
de la mécanique.

On désigne par E, l'espace des champs de vitesses virtuelles v * compatibles avec les liaisons. A chaque champ de vitesse
virtuelle, on peut associer :

- la puissance virtuelle des quantités d'accélération P, *=.[ py N *dv
D

- la puissance virtuelle des efforts extérieurs P, *=J. f .V *dv+ J .V *ds
D D

- la puissance virtuelle des efforts intérieurs P, *=— I o€ *dv=— j oy &y v
D D

X X.

j i

= T oV, * Ov;*
avec é*:%[grad\?ﬁ gradv*}@gij*:% I

Le théoréme des puissances virtuelles s'énonce ainsi :

La puissance virtuelle des quantités d'accelération est égale a la puissance virtuelle des efforts
extérieurs, augmentée de la puissance virtuelle des efforts intérieurs :
P, *=P, *+P, *

Souvent, dans nos applications, la puissance virtuelle des quantités d'accélération et des forces volumiques seront nulles.
On obtient alors :

j ®.V *ds— j o8 *dv=0
D D

M. MAYA Plasticité - Mise en forme Page 99




Michel MAYA
Enseignant en école d’ingénieur retraite

1-2 Loi de comportement

Le taux de déformation total & peut étre décomposé en la somme d'un taux de déformation élastique &* et d'un taux de
déformation plastique & :

e=£ 4"

Le taux de déformation élastique est fonction de I'état de contrainte et des sollicitations thermiques :

avec : tenseur des contraintes dans la configuration initiale
tenseur d'élasticité du quatriéme ordre
tenseur des coefficient de dilatation thermique

température dans la configuration initiale

2RI

En fait nous prendrons la formule simplifiée :

o=A: &

Pour décrire I'évolution de la déformation plastique, il faut choisir un critére de plasticité, par exemple le critére de Von
Mises :

f (= j:\/ (011 —0,, )2 +((722 —O g3 )2 +(033 Oy )2 +6(012 i +0232 +0312 )—Go (E)

0,8
2

Dans cette expression, le dernier terme permet de prendre en compte le phénomene d'écrouissage. D'autre part &
représente la déformation plastique équivalente :

) =2emsm

La loi de la normalité nous donne :

F:/l ﬂfLa)j ) oflo
p Py ] P é’Gij
Nous nous trouvons donc dans les cas suivants :
f(;, Ej<0 = Charge élastique ===
o=A:®
E 0’)f = = _ _
f(a, EJ:O et —:6<0 = Décharge élastique 2Pl _Q

Jdo

. G
f(o*, 5):0 et —.0>0 = Charge élastoplastique} = {—
oo 3

1-3 Discrétisation temporelle
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La forme précédente des équations montre que le temps n'intervient pas explicitement: la réponse élastique ou
élastoplastique est instantanée.

La difficulté rencontrée lors de la résolution du probléme mécanique élastoplastique provient du caractére particulier de la
loi de comportement :
* il est nécessaire d'intégrer au cours du processus de déformation en satisfaisant a chaque instant aux conditions
d'équilibre.
* |'état de contrainte doit constamment étre relié a la déformation plastique équivalente par la condition de

consistance plastique f (O‘, EJSO

* la loi de comportement étant constituée du raccordement des lois élastiques et élastoplastiques, il importe de
prendre correctement en compte les transitions de I'une a l'autre.

La méthode de résolution proposée repose sur une discrétisation temporelle. Le temps d'évolution complet (to,tf )est

décomposé en une suite de valeur (to,.. t,t Wt ) Bien entendu, & chaque instant t, les équations d'équilibre doivent étre

LTI EERR

satisfaites.

Le probléme posé est le suivant. Partant d'une configuration en équilibre sous un chargement imposé @ (P,n), il s'agit de
trouver le champ de déplacement incrémental de tel sorte que la nouvelle configuration soit encore en équilibre. On peut aussi
formuler le probléme sous la forme suivante :

Sachant que /v *admissible, [ (P, )V *ds— [o:&*dv=0
D(Y) D(t;)
Trouver un déplacement incrémental tel que
vV * admissible , j O(P, [).V *ds — j o1 é*dv=0
D(t; +At;) D(t; +At;)

2- INTEGRATION DE LA LOI DE COMPORTEMENT

Suivant la méthode incrémentale, la loi de comportement doit étre intégrée sur le pas de temps At,. Cette intégration est

possible si les variations de & sont supposées connues. L'hypothese faite ici est de considérer & constant sur l'intervalle de temps
At,.

Apres avoir découplé les équations en équations déviatoriques et équation pour la pression, nous examinerons l'intégration
numérique dans les cas de figure suivants :
- loi élastique
- loi élastoplastique
- transition élastique - élastoplastique

2-1 Découplage déviateur - pression

La partie plastique de la déformation étant incompressible, c'est a dire indépendante de la pression, le premier invariant du
tenseur des contraintes n'intervient pas dans le critére de plasticité. Ce dernier peut donc se mettre sous la forme d'une relation
entre le tenseur déviateur des contraintes et la déformation plastique équivalente :

tlo.z) > tlsz
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On alors écrire les équations suivantes :

=1 T
e:—Trace(gLe -
3 € Tenseur des taux de déformation déviatorique

— —_— — _
el __ - el s el . . . i .
- 3Trace(g )1+e % Tenseur des taux de déformation déviatorique élastique

P =g P ¢ Tenseur des taux de déformation déviatorique plastique

:zéTrace(aL;:— pi+§

p Pression

Dans le cas élastique, les équations deviennent :

_ . _ ZzZ,ué:
Y - - el - el
o=A¢ _ﬂTrace(g j1+2,ug o - 34424 —
= 3 p= —Trace(a)z— Trace| ¢
= _ 3 3
£P=0
&=0

L'intégration sous forme incrémentale est évidente :
Sif (s, g‘)<0 etsi f (s+As, gko

30+2u

Alors Ap=— Trace(E) A=s:2,uz Ae=0

Dans le cas d'un comportement élastoplastique :

Z:Z,ué7

= S a -
o=A: p:—s/HZ” Trace(g‘)
flozko =1 o\
_ f (s, g):s S—0, =
&v=) ﬁ

P = i —

I PEIP R N

s

Dans cette derniére expression, o, représente la contrainte d'écoulement du matériau. L'écrouissage nous permet
d'affirmer que cette contrainte est fonction de la déformation plastique équivalente €.

2-2 Loi élastoplastique

2-2-1  Solution analytique de référence

L'intégration exacte de la loi élastoplastique est possible pour un écrouissage cinématique linéaire sous I'nypothése d'un
taux de déformation constant (é:Cte). Cette solution analytique permet d'évaluer les performances des méthodes numériques
présentées plus loin. Le calcul de la pression ne pose pas plus de difficultés que dans le cas de I'élasticité.

M. MAYA Plasticité - Mise en forme Page 102




Michel MAYA
Enseignant en école d’ingénieur retraite

+2u

34+2u (=

p=— 3 Trace g) = Ap:—?’/1 Trace(A=g)

Pour déterminer I'équation différentielle qui nous permettra de calculer le tenseur déviateur des contraintes, il faut
reprendre les équations précédentes avec un écrouissage linéaire.

Ona:
S=2ue” ol 1]
- $=2u\g-1,s
el_g_anl _
e =6-¢ s
- _ = 14,= ;
eP =1 s R
p -_—
—= , ) $:s=0
sis=—o, =cte=R
On en déduit :
- SS
el S:_:O
2p
Ce qui nous donne :
= = es~T
$=24| 6——s

Car:

On se place dans le cas d'une charge élastoplastique. A une étape d'itération d'indice i on peut écrire :
§,S; 250'02 Critére de Von Mises

Considérons un instant trés proche caractérisé par At. La charge étant élastoplastique, I'étape i+1 est encore plastique. On

i +1

85, =5, ,-5,=[s) At

On peut alors définir I'accroissement du tenseur déviateur des déformations :

A_ei:(é) At=Ae®;+Ae?;

L'accroissement élastique est donné par :

1 -
Aee'i=—Asi
2p
Et nous pouvons écrire :
AS, =24 Ae;,————s5,
R
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2-2-2  Méthodes numérigues avec reprojection sur le critére

La solution analytique donnée précédemment ne peut s'appliquer que dans le cas d'un écrouissage cinématique linéaire.
Dans le cas d'une fonction d'écrouissage quelconque, le recours a des méthodes numériques est inévitable.

Bien entendu le choix de la méthode se fera suivant des criteres relativement stricts. Le temps de calcul devra étre le plus
faible possible, tout en assurant une convergence optimale. Les méthodes avec reprojection sur le critére présentent l'avantage
d'avoir une interprétation géométrique simple.

L'étape i étant une étape élastoplastique, on a un point associé A qui est sur la surface du critere de limite élastique.
Aprés un accroissement de chargement correspondant & un incrément de temps At, le nouveau point A, doit se trouver lui aussi
sur la surface du critére. Pour positionner ce nouveau point, on considére dans une premiere étape que l'accroissement de
chargement est purement élastique. On peut donc écrire :

St =S +2uAe,

On peut dont associer un point T, a ce nouvel état. Bien entendu ce nouveau point n'a aucune raison d'étre sur la surface
du critére. On utilise alors des notions de "projection” pour obtenir une position approximative du nouveau point A, sur la
surface du critere.

Il est & noter que la relation tensorielle précédente montre que le tenseur s;; est une combinaison linaire des tenseurs s; et

Ae; . On peut donc sans difficulté admettre que les tenseurs sont coplanaires et la figure de représentation des différents points est
plane. D'autre part, vu la forme particuliere du critére de Von Misés, on peut concevoir que le plan d'étude est le plan déviatorique.
En effet un accroissement de la pression ne fait que déplacer le point A, selon une droite paralléle & I'axe du cylindre.

Il existe plusieurs techniques de projection et nous allons en exposer deux.

Afin de faciliter I'étude, nous nous limiterons au cas d'un écrouissage nul, c'est a dire d'une surface associée au critére

constante. Dans un cas un peu plus général, il faut prendre en compte I'évolution de la surface du critere en fonction de
I'écrouissage.

Reprojection sur la tangente suivie d'un retour radial

Pour obtenir le point A,,,, on projette le point T, sur la tangente & la surface du critére en A, .

On obtient un point B; caractérisé par la relation : (SBi =S; )Si =0

- ~/B De plus, le segment T, B, étant tangent a la surface en A, il est paralléle
/ 4 Bi H™ i
/ /j/% au rayon vecteur de positionnement du point A, :
/ A _ = S
y S; —Sg =Ks;

Comme le point B; n'est toujours pas sur la surface du critére, on définit
le point A,, comme étant l'intersection du rayon vecteur du point B, avec la
s , A surface du critére.

Onadonc:

2 .=
Si.,=Sg avec R"=s;is;=S;,,

:si+1

i+1

Ao

Pour positionner le point B; ona:

On obtient :
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;—;:2/1 e, = (s -, )s —2,uAe s -
(ST, —Sg, )si =2UNe;'S,

D'autre part :

st —Sg =K, et R%=s;:s,
Ce qui nous donne :

On obtient alors :

Q_as==aF—E_‘;(Tei:?)?j:{?@ﬁ-%(ﬁ:?]?j

4 Cette méthode est représentée par la figure ci-contre. Les équations
associées sont :
S; =S, =2 uAe,
(Snl—si )SBi =0 _ o5, —
- a=S;i +2yAe —2u __s
sTi _Si+1:KSB, Sg B, S B,
o A Sg =5 St +S; FS; +,uAe

2-3  Solution numérique avec consistance plastique

La méthode précédente est approximative, aussi nous allons proposer une méthode numérique plus rigoureuse.

Dans cette méthode, nous utilisons un paramétre ajustable 7. Le cas de la loi de Prandtl-Reuss avec le critére de Von-
Misés permet de mener facilement les calculs a leur terme.

2-3-1  Ecriture d'une équation scalaire

Ecrites avec les tenseurs déviateurs, les équations a traiter sont les suivantes :

gd :i
2u o
Comporteme nt élastique
3/1 2
ad Trace( )
3
=6 16" Séparation élastique - plastique
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e =271 (s

Js
f (Z, 5):0

Sous forme incrémentale, on peut donc écrire :

Comporteme nt plastique

et =28
2u
Ap:—g/igzﬂ Trace(A=gj
Ae=Ae® +Ae”
= fr= fr==
Ae” :A/I{(l —n)a—=(si )+né’—= (si +Asﬂ
s s

f(;,;j:o et f(;&,;@j:o

L'éguation en pression s'integre trés facilement.

Le parametre 7 prend des valeurs comprises entre 1 et 0. Il permet de retrouver les schémas d'intégrations classiques.
Ainsi, pour =1 on obtient le schéma de "retour radial" qui est en fait un schéma d'Euler implicite, pour 7=0,5 on a le schéma
analogue a la méthode de la normale moyenne et pour 77=0 on a un schéma d'Euler explicite.

En utilisant le critére de Von-Misés, le systeme d'équations devient :

E: i
, = = —+nAA
Ae’ :A/l(simAs) 2u
sis=20,(5,) = ss=ao,(e)
o Jfres 2ot (e ae) 25 s ss= 2oy ey vhe) o, )

L'élimination de As nous donne alors :

G(AL(ALY {_2*‘7’7002 r )}M[ lo-2ne-to e, )} ﬂEZE%a; & )}

%i“m*}z[aoz(e_i@%aoz(«?i)]ww)

Cette équation du second degré en A1 nous permet ensuite de calculer :
* |'accroissement du tenseur déviateur des contraintes :

= Ae-AAs;
AS=——
1
—+nAL
2p
* l'accroissement de la déformation plastique equivalente :
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= — 2
— AL [2 ss  —I|l s =
Ae= 1 3 2' rnAe | 2—'+77Ae
2u
Comme on peut le constater, la solution sera donnée par I'équation : G(Axl)zg(Ai)

do -
Les fonctions G et g sont des fonctions paraboliques. Dans le cas de I'écrouissage (—_OZO,VS , g(Ai) est positive,
de

monotone croissante et passant par l'origine (g (0):O).
L'etude de la parabole G(Axi) permet de tirer quelques conclusions :
*silzn> %: I'existence d'une solution unique a I'équation G(Aﬂ)=g(A/1) est garantie

*si > > 1> 0: plusieurs cas de figure sont possibles suivant les valeurs des termes de la parabole G(Aﬂ). On
peut avoir deux , une ou aucune solution positive a notre équation.

. - 1
Pour la suite des calculs nous considérerons 1> > —

N

2-3-2  Résolution de I'équation scalaire

Comme nous venons de le voir, nous avons a solutionner une équation scalaire en A4 du second degré a coefficients non
constants.

La fonction ¢ (A/"t) est dépendante du phénomene d'écrouissage.

. .. O,
Ecrouissage linéaire % =cste=p

de

Le paramétre AA est solution de I'équation du second degré suivante :

(a ){ - 277)7() (nm J}Ai{ 71 s.de |- J—%}%PZZEE}O

— 12

H—Ea g—+ Ae's—i+ A=e
30P3277ﬂ -277/1

2

1
3/0

N2

g—+ Ae S—i+ A=e
3 nu 2 n

On peut alors résoudre simplement cette équation du second degré.

Ecrouissage non linéaire
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La non linéarité de I'écrouissage provoque entre autres une dépendance des coefficients de I'équation de second degré vis
a vis de la variable AZ1. La solution ne peut donc qu'étre numérique. On peut par exemple utiliser la méthode de Newton.

On se fixe une valeur d'initialisation de la variable A4, et une valeur de I'erreur & admise sur un pas de calcul. Par test et

modification de la valeur de la variable on essaie de converger. La valeur initiale est soit prise égale a 0, soit prise égale a la
solution du cas de I'écrouissage linéaire.

3- LAVISCOPLASTICITE

En général, la déformation des métaux se décompose en une partie élastique faible et une partie plastique. Dans les
applications de mise en forme, cette derniére est prépondérante.

A froid, la notion de limite entre ces deux parties est clairement établie (notion de seuil). Eventuellement, un paramétre
d'écrouissage permettra de prendre en compte une évolution de ce seuil. On fera alors intervenir la notion de déformation pour
représenter I'évolution de cette surface seuil.

Dans le domaine des hautes températures, les métaux ont un comportement différent. Le domaine élastique peut étre
négligé a cause du rdle important de la vitesse de déformation. On constate alors une nette diminution des efforts mis en jeu pour
un résultat de déformation final imposé. Etant au voisinage de la moitié de la température de fusion (exprimée en °K), I'état
structural de la matiére est perturbé par une activation thermique qui favorise le processus de déformation mécanique. Le
comportement du matériau est alors comparable a celui d'un fluide. On obtient un état viscoplastique.

3-1 Le modele de comportement

Pour établir un modele de comportement viscoplastique, on peut s'inspirer du comportement plastique d'un matériau. La
différence a introduire provient du fait que la surface seuil est fonction de la vitesse de déformation et non plus de la déformation.
Comme la partie élastique est négligée nous aurons donc tout simplement :

s Tenseur déviateur des contraintes
= 20, («9)= = L : . .
s=——=——€ (€& Tenseur déviateur des vitesses de déformation
3¢
& Vitesse de déformation équivalente

On peut noter le cas particulier dit du fluide Newtonien :

S=2ue
* 0w - a On considére classiquement différents modéles de
- b comportement :
— c
/ a—>0,=Y (1+y5) loi de Norton avec seuil

— ¢ boo, :Y(1+y§) loi de Bingham
C—>0oy =Y é loi de Norton - Hoff
d—o,=Y loi de Von - Mises

Comme la déformation élastique est négligeable, le
matériau est quasi incompressible.
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On peut donc écrire :
Trace(é}O o Div(\7}0
Le modéle que nous retiendrons pour la suite est le modéle de Norton-Hoff.
En 1929, Norton a introduit une loi unidimensionnelle pour représenter le comportement a haute température de certains
aciers en fluage stationnaire et unidimensionnel. Trés simple, cette formulation mathématique ne fait intervenir qu'un petit nombre

de paramétres facilement identifiables a partir de résultats expérimentaux.

En 1954, Hoff a proposé une généralisation de cette loi a I'espace tridimensionnel. La formulation est alors la suivante :

s=2K(v32)" e

Avec : K Consistance du matériau
m Sensibilité a la vitesse de déformation.
A oeq m=1 La dépendance de la loi avec les phénoménes

thermiques est assurée par l'intermédiaire des coefficients K et m.
m=05 D'autre part, lorsque le mécanisme de déformation dépend de
I'écrouissage, il est classique de faire dépendre ces deux

paramétres de la déformation généralisée £= Iogdt .

m=0 L'influence du paramétre m sur la loi est mise en
évidence dans la figure ci-contre.
m=0 La contrainte d'écoulement est constante (cas
du matériau rigide parfaitement plastique).
m=1 La loi est linéaire (cas du fluide newtonien). Le
z coefficient K est homogene a une viscosité dynamique.

3-2 Le potentiel viscoplastique

Ainsi que nous l'avons déja écrit, le premier principe de la thermodynamique nous donne :
E K . ext
d_+d_:PEXt+Q:é\/V _;’_@
dt  dt & o

Ce premier principe est encore appelé loi de conservation de I'énergie. Il exprime le fait que la variation de I'énergie totale
(énergie interne + énergie cinétique) est égale a la somme de la puissance des efforts extérieurs développée sur le systeme et de la
guantité de chaleur apportée au systeme par unité de temps.

L'emploi du théoreme de I'énergie - puissance nous permet d'écrire :

dK \ 2 .
=i P dV:PeXt+P|nt
dt dt?
On obtient donc :
dE int __ _&
a TP T,

Avec :
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pint—— _[ O €y dv:—J' zzzdv et d—E:i j pedv
! ’ dt dty

De plus le second principe nous donne :

- 0Q _dS
=——=<T—
Q ot dt

Nous obtenons donc :

ij'pedv—f ::Zdv gTd—S:T iJ.deV
dt { 2 dt dt

D'autre part nous pouvons écrire que la quantité de chaleur échangée se décompose en un échange surfacique et un taux
de chaleur volumique :

% :—iq.ﬁds+£ rdv

En faisant intervenir I'énergie libre massique w=e—Ts, I'expression locale traduisant le second principe peut s'écrire :

== dy dT) 1. —
&—p| —+S— |——(. grad >0
aep(dt dthqg (M)

Ainsi que nous l'avons déja dit, le second principe permet d'exprimer I'écart entre le processus étudié et un processus
réversible.

Comme on peut le constater, cette différence fait apparaitre deux origines :

1 .
* thermique par le terme —?q. grad(T)

mécanique par le terme - z p(dl//Jrsde
* o E—p| —+S—
dt dt

Le signe négatif du terme d'origine thermique s'explique facilement par la convention choisie.

En fait on traduit ainsi I'irréversibilité thermique. Un corps chaud ne peut que céder de la chaleur a un environnement plus
froid, alors qu'a I'inverse un corps froid ne pourra que recevoir de la chaleur (apport d'énergie sous forme calorifique).

Le terme d'origine mécanique se présente sous la différence de deux quantités. La seconde quantité est définie comme
étant la partie réversible de la puissance dissipée par la déformation. Elle vient toujours en déduction de la puissance de
déformation.

Dans le cas d'une théorie purement mécanique, on peut négliger les effets thermiques. Nous avons ainsi :

; :E—p(d_‘/%sdlj >0
dad dt

Ce qui nous permet d'écrire :

O=0:6-W=>0
D'une fagon générale nous aurons donc I'égalité :
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o:¢ Puissance mécanique fournie au systeme

cé=W+®d JW  Energie stockée = Potentiel élastique

) Energie dissipée = Potentiel viscoplastique

Dans le cas d'un modele purement dissipatif, sans effet thermique, I'énergie élastique est nulle et nous avons donc :

o.e=0
On peut en déduire la relation suivante :
= 0b odb
o0& i
Exemples de modeles
1 .. .
Amortisseur CD:ELijkl &€ = 0=y &y
Plastique D=Ly E€u
1 S \(ma)
Norton - Hoff (D:—(Lijkl Eij€u ) 2
m+1

Dans le cas d'un comportement isotrope, le tenseur du quatrieme ordre L est de la forme :
Lijkl :/’”é‘ij 5k| +ﬂ(5ik 6j| +5i| §jk )

En général on découple partie sphérique et partie déviatorique :
ole ko, &, = o(6,6, -3phes, ¢,

avec : o=—pl+s =01 +6

. = 00
On pourra donc écrire:  S=——=

oe

Cette derniére relation montre bien l'importance du potentiel viscoplastique dans I'établissement de la loi de comportement
du matériau.

3-3 Le modele de frottement

Dans la modélisation d'un procédé de mise en forme, la connaissance de la loi de frottement entre I'outil et la piéce est tres
importante. Pour un matériau possédant un comportement viscoplastique de Norton - Hoff, il est classique de lui associer la loi de
frottement de Norton. Pour établir cette loi, on suppose qu'il existe une fine couche d'un matériau viscoplastique emprisonné entre
un massif parfaitement rigide (l'outil) et la piece viscoplastique. L'emploi de la loi de Norton -Hoff donne alors I'expression de la
cission en fonction du taux de cisaillement de cette couche.

Si h est I'épaisseur de la couche lubrifiante cisaillée entre les deux massifs de vitesse de glissement relative AVg , la
cission s'écrit :

p-1 -

o=aav,|" AV,

avec :
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kK [Ko Consistance de la couche cisaillée
0

= p, o eres s s . .
h® p, Sensibilit éa la vitesse de glissement

Ce modeéle de couche limite a l'interface donne une expression possible de la cission de frottement entre le matériau
viscoplastique et l'outil rigide. Le massif viscoplastique subit une cission de signe opposé a o, etablissant ainsi la loi de
frottement de Norton :

r=a, [aV,]" 7 AV,

Comme pour la loi rhéologique, il est possible de définir un potentiel de dissipation surfacique :
oD, o
= — - (Df =
N p, +1

3-4 Reésolution analytigue

N

— 1 ps+l
Jav|

Le systeme d'équations a solutionner est le suivant :

* Le principe fondamental de la mécanique

£ Masse volumique

p7:div[;j+p f 7y Vecteur accélération

—h|

Vecteur force de volume par unité de volume

* La loi de comportement
Partie sphérique
3242 =\ 34+2u , |P pression
p:——ﬂTrace[é):——ﬂH

3 @ trace du tenseur des déformations
Partie déviatorique

tenseur déviateur des contraintes

w

tenseur déviateur des déformations

wn
Il
u|
Il
-
@
)

& vitesse de déformation équivalente

* Les relations tenseurs taux de déformation-vitesse de déplacement

=1 = =) |& tenseur des taux de déformation
ézf grad(\/)+ grad(\/)

V  vecteur vitesse de déplacement

Comme on peut le constater, dans ce schéma (petites perturbations) nous avons donc un systeme différentiel de 15

équations pour 15 inconnues \o,&,V ) Pour définir "la solution" il convient de se donner :

I'historique du chargement
I'historique des conditions aux limites

Dans le cas général il n'existe pas de solution analytique immédiate. Toutefois, dans certains cas particuliers (chargement

monotone avec des conditions géométriques simples par exemple), il est possible d'avoir une solution analytique. Nous allons en
donner quelques exemples.
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Plagons-nous dans le cas de l'utilisation du critere de Von-Misés :

- 255 |2
&= 58.8: g&'ij gij

D'autre part considérons un comportement de type Norton - Hoff :

s=2K (v3z)" e

Pour m=0, on obtient le comportement du fluide newtonnien :

;:2;1(_%

Le tableau suivant résume les résultats fondamentaux pour des écoulements types :

Norton - Hoff Newton
s=2K(v3z)" e s=2u¢
Cisaillement plan
y y
Vv =V — \Y =V =
| ; (ylve (y)v
Vx m \Y
. /Ifx = :KLl(\i] F =ulLl—
X h h
L

v v, ()2 1(2|y|jmm+l Vx(y)zgv{l{%jz}

/*"""”””AT m+1 h
—
2m+1 1 B 1 Ap 3
L o mh "1 (Ap)" TN
v_2M(2 1) <L
m(2m+
Poiseuille tube
¢ X i N
s Sm+l |, (r)m V, (r)=2v 1-(-}
Qﬁ/ V,(r)e= m+11v = () R
| 1
- o _7m [ ap o Q-2
| " 3m+1] 2K L Bu L
~— | TAp
v

M. MAYA Plasticité - Mise en forme Page 113




Michel MAYA
Enseignant en école d’ingénieur retraite

Couette
R: X 2of 2 2 R’w (R, -r?
Re V (I’ ro & " _Rzm_r V9(r): 2l 2( :
E i %; % S o\ )= r 2 2 R,”-R, k r
| ‘ | RZm_le
| |
| |
| | 2 2
L L
} ‘ } ® Rzz_Rlz
| | m+1 2p2
i | i C=2""7KLR/R; 7 2
= m RE—Rr
\!,/

Dans ce tableau, V représente le module du vecteur vitesse imposé, V, est la composante suivant I'axe x du vecteur vitesse,
F, est la composante suivant I'axe x de I'effort appliqué, Q, est le débit volume dans la section de passage, V, est la composante du
vecteur vitesse suivant I'axe orthoradial & et C est le couple appliqué.

3-5 Résolution numérique

La méthode précédente ne peut étre appliquée qu'a partir de I'instant ou des hypothéses simplificatrices viennent
diminuer le nombre d'inconnues. Hélas dans la plupart de cas on ne peut pas formuler de telles hypothéses. Il est alors nécessaire
de recourir a des méthodes numériques du type éléments finis pour solutionner le probléme posé.

3-5-1 Formulation variationnelle

L'utilisation du principe des puissances virtuelles permet la construction de modélisations associées a notre probléme de
mécanique.

Généralement, dans les procédés de mise en forme, les termes d'inertie et les forces de volume sont négligeables. Le
principe de puissances virtuelles nous donne alors :
_ - == _ = do*
Vi *eCA, P(U,0*)=— Ia:g *dv=— L(i *)=— J. ®. ——dv
D Sf dt
CA, est I'espace des champs vectoriels 0* de déplacement deux fois continlment dérivables et ayant des
déplacements nuls sur la surface S, du domaine

@ est le vecteur densité des forces surfaciques
T

z*=1 grad (E}L grad [ du *j est le tenseur des taux de déformations virtuelles
dt dt

2

Le probléeme qui se pose pour la méthode des éléments finis est la définition puis la minimisation d'une fonctionnelle. 1l
est possible de partir soit d'une formulation en contrainte, soit d'une formulation en vitesse, soit d'une formulation mixte.

Le cas d'une formulation en contrainte n'est pas intéressant car I'espace de minimisation est tres restreint. En effet, on doit
prendre le champ de contrainte parmi lI'ensemble des champs satisfaisant I'équation d'équilibre :

div[?):é
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L'espace de définition peut étre élargi dans le cas d'une formulation mixte contraintes - vitesses, mais alors la mise en
oeuvre numérique est tres colteuse en temps de calcul a cause du nombre élevé d'inconnues ( 3 composantes du vecteur vitesse + 6
composantes du tenseur des contraintes).

En fait, il reste donc la formulation en vitesse qui permet d'atteindre un bon compromis entre la facilité de mise en oeuvre,
la qualité des résultats et le colt en temps de calcul. Par contre le champ de contrainte ne sera pas obtenu directement puisque la
connaissance du champ des vitesses ne permet de calculer que le tenseur déviateur des contraintes. Il s'ensuit que la pression
hydrostatique est indéterminée et devra étre calculée a partir de I'équation d'équilibre. 1l sera nécessaire de définir une méthode qui
permette de prendre en compte la condition de pression dans la formulation.

On démontre alors que le champ de vitesse réel est, parmi les champs de vitesse admissibles, celui qui minimise la
fonctionnelle 1//(\/) définie par :

A (B dv [V, | ds— [ BV s
5 m+1 s, s,

p,+1
Avec :
S, surface du domaine soumise au frottement
S, surface du domaine soumise a des efforts imposés

La minimisation de la fonctionnelle revient en fait a écrire que la dérivée premiére de l//(V) par rapport au champ de
vitesse est nulle. Le probléme est ainsi ramené a trouver le champ de vitesse cinématiquement admissible qui vérifie :

Ay *:é’_y/yi *=0  minimisati on
N N, Pour V satisfaisant aux conditions aux limites

div(\7 )= V,;=0 incompress ibilité

3-5-2  Formulation de I'incompressibilité

Les problémes liés a I'incompressibilité proviennent du fait qu'il n'est pas a priori évident de construire des champs de

vitesse vérifiant la relation div(\7)=0 sur tout le domaine d'étude. On est confronté a un probléme de minimisation sous contrainte

bien connu des mathématiciens. Différentes méthodes sont proposées :
* Les multiplicateurs de Lagrange
* La méthode du Lagrangien augmenté
* La pénalisation

Les deux premiéres méthodes ont I'inconvénient d'introduire des inconnues supplémentaires. Par contre la pénalisation ne
fait intervenir que le champ de vitesse.

La fonctionnelle pénalisée se déduit de w par :
1 . (=\\2
v, :y/+§ppJ. K(dlv(\/ )) dv
D

Le coefficient de pénalisation p, doit étre choisi trés grand devant la fonctionnelle . Ainsi le minimum de la
fonctionnelle penalisée w , ne pourra étre atteint que si la condition d'incompressibilité est vérifiée. Dans le cas contraire, le terme
pénalisé rendrait cette fonctionnelle fortement positive.

3-5-3  Discrétisation temporelle
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Pour résoudre un probléme instationnaire, il est nécessaire de décrire I'évolution des variables au cours du temps. On
discrétise alors la durée de I'opération en une succession d'incréments At .

A l'instant t un domaine matériel D est décrite par la position de chacun de ses points. On a ainsi la configuration Q@(.

Pour évaluer la configuration Q(t +At) a l'instant suivant, il est possible d'utiliser un schéma d'Euler explicite basée sur la
connaissance du champ de vitesse a l'instant t ;
Q(t + At)=Q(t 1V (t)At

Ce schéma suppose que les variations induites sur le champ de vitesse par les évolutions géométriques et rhéologiques
introduisent une erreur sur chaque incrément qui, une fois cumulée sur l'intervalle de temps total, reste dans des limites
acceptables. Cette méthode sera donc satisfaisante pour un choix de At suffisamment petit et tant que la variation du champ de
vitesse reste faible. On démontre qu'au-dela d'une valeur maximale du pas de temps, le schéma devient divergent.

On peut remédier a cet inconvénient en employant un schéma implicite ou semi-implicite. Dans ce cas I'équilibre
mécanique doit étre vérifié au début et a la fin de I'incrément de temps. 1l s'ensuit un couplage entre les équations d'évolution de la
configuration et les équations d'équilibre, ce qui conduit a une méthode itérative. Le caractére implicite du schéma est d a la prise

en compte du champ de vitesse a l'instant t + At , a priori inconnu, pour évaluer la configuration Q(t + At) :

Qt+At=Q(t (- M (t1+ BV (t+At)| At
Dans cette formulation S est un paramétre choisi entre 0 et 1. Ce schéma est stable car il n'existe par de pas de temps

maximal au-dela duquel le schéma diverge. Le champ de vitesse calculé est en équilibre sur la configuration finale. L'inconvénient
est que ce type de schéma est colteux en temps de calcul.

3-5-4  Discrétisation spatiale

La formulation retenue étant une formulation en vitesse, on remplace le champ de vitesse inconnu par un champ approché
dont on cherche a connaitre les valeurs en un nombre fini de points appelés noeuds. La vitesse en un point quelconque d'un élément
du maillage est déterminée par la connaissance de la vitesse aux noeuds de cet élément et des fonctions d'interpolation
polynomiales associées & chacun de ces noeuds.

En coordonnées cartésiennes nous écrirons :
i indice de la direction de projection (X, Y, z)
Vi :Z Nj-vij
A

A numéro du noeud dans I' élément e

La fonctionnelle & minimiser se présente sous la forme d'une somme de quatre termes :
W, terme de dissipatio ninterne

V.o terme dedissipatio n surfacique

l// p :lr//visc _H// frot _H// for _H// pen . R
W, terme de puissance fournie

Woen  termede pénalisation

La minimisation totale de la fonctionnelle pénalisée conduit & exprimer les variations de chacun de ces termes vis & vis des
variables nodales.

Terme de dissipation interne (rhéologie)

Ce terme prend en compte la rhéologie du matériau. Il peut se mettre sous la forme :
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__ C_ —— m-+1
W gise :I f (g':éjdv avec f (gg):Ll 26":é]T
De

m+
On obtient : B
il/\l/vem = J 2f [EZ)Z . 9% o
i” D, i
Mais de plus:
;,i Lgrad (N E, )’F grad (N E )J avec  E, vecteur de base dans la direction i

En tenant compte de la symétrie du tenseur des taux de déformation :

Wie 21252 arad(N: o
De

il

Terme de dissipation surfacigue

Ce terme intégre la dissipation surfacique due au frottement entre les surfaces en contact.

vialolatbe o ol
On obtient alors : W s I Q‘AVQH a&\/g” ds
Nis S iz

Terme de puissance fournie
C'est en fait la puissance fournie par les efforts surfaciques puisque les termes volumiques ont été négligés. On a
directement :

O o

=—Iq3.des

il S

Terme de pénalisation

Comme nous l'avons déja dit, ce terme va nous permettre de prendre en compte la notion d'incompressibilité du matériau.
Nous avons :

W oo = p I (dlv( )) ———dv=p, jKdIV( )dIV(N E. )dv

3-5-5  Résolution du systéme

Nous nous retrouvons donc avec un systéme numérique non linéaire. Pour aborder la résolution, une méthode efficace est
la méthode de Newton-Raphson.

Il s'agit en fait de résoudre itérativement le systéme :
HV favi E=G(V' )} avec  VH=vi4aaV!
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A est un paramétre permettant d'optimiser le nombre d'itérations pour atteindre la solution. Dans cette expression H est
appelé Hessien de la fonctionnelle. C'est la dérivée seconde de celle-ci par rapport aux inconnues du systéme. La matrice hessienne
est symétrique, cette propriété étant particulierement intéressante pour réaliser un stockage économique en mémoire centrale.

La matrice hessienne est la somme de plusieurs termes :
H=H, . +H o +H e, car H, =0

visc frot for

Avec les fonctions f et g précédemment définies on peut écrire :

él//v.sc j ( j grad(NEEi)Z;grad(N;Ej)dv+If'[Z:Z*)grad(NjE):{grad(NZEj)LFTgrad(NZEj)dv
De

Ny, 'Az D,
OV i "lAV, oAV | ojav, M= 8 olav
E | S ST R S R B o

Sq i1 iu ju il

2

T =Ipr div(Nﬁ E, )div(Nj E, )dV
il

it D
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