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LOIS DE COMPORTEMENT
ANISOTROPIE

1- GENERALIT ES

Les équations générales de la physique (conservation de la masse, principe fondamental de la mécanique, principe:

thermodynamique ...) ne suffisent pas pour déterminer les champs de contraintes ou de déplacement dans une strudgire. Le
ed le suivant:

Inconnues _
tenseur des contraintes E 6 inconnues
tenseur des déformation% 6 inconnues
champ de déplacement U 3 inconnues
Equations
= 1& € Sl
relations déformationdéplacement ﬁa?radu +Gradu 8 6 équations

) .
équationsi‘équilibref equatlonsjemome_nts:s

- C ¢ 3 équations
T équationglerésultantedivs + f - r g
Un déficit du nombre d'équations vis a vis du nombre d'inconnus apparait. Il est donc nécessaire d'employer des rel:

expérimentales pour compléter la modélisation. On obtient a#sséduations de comportementes derniéres relient les
contraintes aux déformations et permettent d'avoir suffisamment d'équations pour solutionner le probléme.

A ce niveau de |'étude on peut faire deux remarques:

Remarque N°1 Les équations précédies étant des équations différentielles, il est nécessaire de bien précis
les conditions aux limites pour pouvoir définir les constantes d'intégrations. Suivant la nature du probléme posérel peut
parfois indispensable de se donner aussi destiamlinitiales (comportement fonction du temps, étude dynamique ...).

au’e u’e _M’e e 0
Remarque N°2 Les 6 équations de comptabili - k = - “-§ ne sont pas des
CHUX X HX HX HX X HX HX

équations supplémentaires. Elles ne sont utilisées que pour vérifier l'intégrabilité du champrdestioés.

Pour procéder a l'identification du comportement d'un matériau, on ne peut que tester des éprouvettes. Il faut donc
gue les informations dont on dispose concernent une structure particuliere (I'éprouvette) et que les mesureseso(effpdbal
couple, déplacement d'ensemble ...). En définitive la loi de comportement élaborée n'est vérifié que globalement.

M. MAYA PlasticitéMise en forme Page8
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2- LES ESSAIS MECANIQUES

La méthode phénoménologique globale est I'étude des relations de cause a effet qui existées @atiables
physiquement accessibles. Elle n'est pas la seule méthode utilisable pour caractériser le comportement du matériaurd?our nr
on peut citer I'approche microscopique qui consiste a modéliser les mécanismes a partir d'une étude damiagpos On
effectue alors une intégration et une moyennisation des variables microscopiques pour avoir le comportement macroscopiqt
méme on peut faire référence a la méthode thermodynamique qui utilise des variables internes (potentiels tharoesdyrjam
associées a un milieu continu homogénéisé.

Les variables physiquement accessibles sont :

* les déformations et leurs vitesses. C'est en fait souvent des déplacements que l'on mesure et il conviel
traiter l'information pour aboutir & ddéformations

* les contraintes. On peut aussi constater que souvent l'information directe est une valeur d'effort. Le passe
une contrainte n'est pas toujours immédiat. On peut d'ailleurs a ce niveau s'interroger sur la nature de la contrayfite (Ca
PiolatKirchoff?).

* la température. Ce parametre n'est pas forcément distribué de fagon homogene.

* |le temps. Cette variable peut aussi prendre des formes diverses et variées (nombre de cycles ...).

Il faut aussi remarquer que les notions déoddation et de contrainte font apparaitre I'aspect tensoriel. En général ol
accédera a une mesure qui n'est qu'une partie d'un tout. Dans la réalité, il faut établir des relations entre tenseurs.

Les essais effectués sur les éprouvettes n'ont pouuieutie trouver une relation entre un parametre de clkaegaun
parameétre de déformatian

Les essais classiques de caractérisation se font essentiellement en traction ou ercdraptiEssion simples a
température constante. L'éprouvette est sauidiane sollicitation axiale. La forme de I'éprouvette est calculée de telle sorte qu
I'on obtienne un état de contrainte ou de déformation uniformes dans le volume utile. Il existe plusieurs facons @sgaloter |

Ae AS

Dans lessai d'écrouissage en
A traction ou compression simplela vitesse

de déformation est constante. C'est I'essai le
plus couramment utilisé.

v,

5s 5 e Dans lessai de fluage en traction ou
S A compression _simpe on étudie le
// comportement de I'éprouvette lorsque la
A/// contrainte  appliquée est  maintenue
constante. L'évolution de la déformation
permet de caractériser le durcissement et la
viscosité du matériau.

B t

>

V —

Cet essai est souvent réalisé a une températura@tparént contrélée’ (1°). Pour une contrainte donnée, on enregistre la vitesse
de déformation et le temps & rupture.

M. MAYA PlasticitéMise en forme Paged
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Ae AS
€ A
A Dans lessai de relaxation en
R traction ou compression simplesn étudie
I'évolution des contraintes en imposant une
déformation constante.
B t t
> >

B

Les essais de ruptursont en fait les essais précédents poussés jusqu'a la ruine totale de I'éprouvette. lls peuvent
combinés avec des sollicitations cycliques. Certassaie nécessitent des éprouvettes et des moyens particuliers (essais
résilience de type Charpy, essais de ténacité ...).

Dans lessai de flexiorf3 points ou 4 points), on génére simultanément des contraintes de traction et des contraintes
compresi®n. Il est frequemment employé pour effectuer des contrbles de qualité.

L'essai de torsiorest tout particulierement utilisé pour I'étude de la déformation a haute température des alliac
métalliques. De plus cet essai permet d'accéder a certainedatigues élastiques des matériaux anisotropes.

L'essai de duretées simple & mettre en oeuvre est couramment employé comme moyen de contrble. Des relati
empiriques existent entre la dureté et la résistance a la traction, toutefois ces idatioestrictives.

Enfin, du fait que la loi de comportement d'un matériau ne peut se bornée a une simple relation entre une seule contt
une seule déformation et le temps, il devient de plus en plus nécessaire de réatissaidanultidimensiomts ou multiaxiaux
On trouvera ainsi des essais de tractimaillement, traction ou compression bi ou triaxiale. Pour les matériaux anisotropes, I'ess
de tractioncisaillement par tractictorsion représente un grand intérét. Hélas ces essais siivierakent onéreux. Pour mémoire,
on peut mentionner que le L.M.T. (Laboratoire de Mécanique et de Technologie) de Cachan a acquis une machine de tr
triaxiale en 1992 pour la somme de 8 MF.

L'avantage certain de ces derniers essais est qu'ils agpustent de mieux connaitre la relation entre les états tensoriels
de contrainte et de déformation (ou de vitesse de déformation).

3- MODELES RHEOLOGIQUES

Les résultats d'essais ne présentent un intérét que si l'onmupeldiiser le comportement dumatériau. Cette
modélisation, nécessaire pour le calcul prévisionnel, peut étre multiple. On peut ainsi définir un modéle mathémataueesous |
d'équations, mais on peut aussi envisager la recherche d'une modélisation analogique. Cette derniénmt estiséena des fins
didacticielles.

Les reégles de calcul sont les suivantes :
Dans une association en paraljdke contrainte imposée a I'ensemble est la somme des contraintes imposée:s

chaque branche et la déformation subie par I'ensemblgadst @#ux déformations subies par chacune des branches, ces derniér
déformations étant toutes identiques.

s=84 s, e=e
i
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Dans une association en séta contrainte imposée a I'ensemble est supportée en totalité par chaque élémen
la déformdon subie par I'ensemble est la somme des déformations subies par chaque élément.

S=5;

e=a e

La forme de la relation contrairtEéformation nous permettra un tri dans l'une des grandes classes de comportement.

3-1 Modeéles parfaits

Ces nodéles sortent du cadre de la mécanique des solides déformables. On parle de solide parfaitement rigide et de
parfait. Ces modéles permettent d'approcher les lois de mouvements mais ne peuvent en aucun cas prétendre aider aeun que
dimensionnment.

TA °C Il est & noter que la
distinction entre solide, liquide ou
60C gaz est subjective. Ainsi on peut
| | | o envisager de dire que les solides
[Compression isothermg admettent un état d'équilibre sous
500 sollicitation alors que les fluides
subissent un é@ulement pour toute
‘ ‘ E e sollicitation aussi fai_blt_a sotlle.
40 . | Cis%“bafze”t Comment alors distinguer un
37 K équilibre atteint au bout d'un temps
Détente / \ infini et un écoulement infiniment
30 jsentropiquej—/ \/ lent?
, De méme, le diagramme
200 / N\ (T,s) dun corps pur montre
clairement quil est difficile de
\ distinguer [I'état liquide de [I'état
10 / : AN gazeux pour des températures
élevees.
0 B
0 1 2 3 4 5 6 7 8 kJ/Kng

3-2 Elasticité

La relation d'élasticité se traduit par une déformation essentiellement réversible. On parle d'élastic
parfaite lorsque la transformation est entierement riblerst qu'il existe une relation biunivoque entre les paramétres de harge

et de déformationy (f (Q, q):O).

A g Ae Ag be
&S,
e t t
I I [
= = =
Ecrouissage Fluage Relaxation
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Si de plus la relation est linéaire, on obtient I'élasticité linéaire. Le modéle analogique edqudgilalors le ressort
linéaire :

E
WWW Q=Eq g=JQ

Ce modele convient bien pour les métaux, les roches et les bétons lorsque les sollicitations sont faibles (ne pas dépa
limite d'élasticité!)

3-3 Viscoélasticité

La réponse est fonction de la vitesse d'application de la sollicitation. Il existe des résistances visqueuses qui tont que
un parametre de déformation fixg le parameétre de chargemdptest une fonction croissante de la vitesse diegjidn de la
déformationef.

NS A€ S As
0o
//
> B> B>
Ecrouissage Fluage Relaxation

On dit qu'il y a viscosité pure lorsqu'il existe une relation biunivoque entre le parameétre de cha@yetrlerpiarametre
vitesse d'application de la déformatiﬁg(Q, 619:0). De plus nous pouvons avoir une relation linéaire ce qui nous conduit a I

viscosité linéaire avec l'amortisseur linéaire comme modele analogique :
h

1l
J Q=hq

Il est possible d'envisager un magl@lus complet en associant en paralléle un ressort et un amortisseur. On définit ainsi
modele de KelvifVoigt :

E

WW f de, Fs re e:ﬁ(l- e‘E”h)
P° =

. =h & | Eete

Les applications sont les polymeres, le caoutchouc et le bois si la
sollicitationn'est pas trop élevée.

— =
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3-4 Plasticité

Ce phénomeéne traduit I'apparition de déformations irréversibles lorsque la charge est suffisamment grande. I
dépasser le seuil de plasticité. Ainsi, aprés cessation des sollicitations, on constaterchedioé$ permanentes stables. Le temps
n'est pas une variable de I'état de déformation. Ce comportement admet plusieurs formes.

3-4-1 Solide rigide parfaitement plastique

AS En deca du seuil de plasticité, la déforimatest nulle. Dés que l'on a atteint le
seuil, appelé contrainte d'écoulement, la valeur de la déformation est arbitraire, quelle q
Ss soit la vitesse de déformation. Le modéle analogique associé est le patin.
S S
v és|<s, e=0
o : sl=s, e=?
B

On trouve les applications en mécanique des sols et en mise en forme des métaux.

3-4-2 Solide élastigue linéaire parfaitement plastique

AS En dec¢a du seuil de plasticité, le comportement est élashgizré. Au dela,
on retrouve le comportement précédent. On associe le modéle rhéologique de Sai
Se Venant a ce comportement.
S, E ..
v e S
1 |s|<s, e=e,==
| E
e t}s|=s, e=e, +e, (arbitraire)
> Ce type de comportement pernu traiter des problemes d'analyse limite

(ruine d'une structure par rotule plastique ...) ou pour certain type d'acier & faible teneur en carbone.

3-4-3  Solide élastoplastigue écrouissable

On voit apparaitre une déformation permanente au del&eliinde contrainte .

N AS AS

v~

e t
(I S
= =

Ecrouissage Fluage Relaxation
Le comportement est donné par les relations suivantes :

s
< |s|<s e:ee:E

—_—\—) —/—)

slzs, e:ee+ep:sE+f(s)
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Le modéle analogique associé est le modeéle de-8amdnt généralisé. |l est réalisé par des emes séries et paralleles
de ressorts et de patins.

La courbe de traction du modele est linéaire par morceaux. En supposar
les seuilss; rangés dans un ordre croissant, I'équation au seuil d'jndice

est:
E.l EI EJ El+1 Em .1 .r-n
s=assta ke
i=1 i=j+1

és si H —
1 — 1€, SIS =54
€=

¢ T

EI Sis;<sg

L
N
L
él) |
)
[%)
[72)
——) =) =) =) =) =) ()

—_— =)

Ce modele présente la particularité d'avoir une courbe
d'écrouissage de décharge aprés une traction qui se déduit de la courl
d'écrouissage en compression par une homothétie de rapport 2 et d
centreM' symétrique du point deédhargeM par rapport a l'origin®.

%
=

V('D

Ce comportement se retrouve dans des métaux et alliages :
des températures inférieures au quart de leur température absolue ¢
fusion.

M'Q =2 MP

3-5 Viscoplasticité

Ce comportement traduit le fait que I'on a des déformations permanentes apres suppression des sollicitations (plastic
qu'il existe un écoulement de fluage sous sollicitation (viscosité). Il est possible de faire apparaitre des phénostarisad'éla
éventuellement l'influence de I'écrouissage.

4- ANISOTROPIE

4-1 Origine de l'anisotropie

En fait on devrait plut6t dire pourquoi on recherche & établir des lois de comportement isotrope. Tous les matériaux
anisotropes et, par soude simplification, le mécanicien essaie d'apporter une loi de comportement isotrope. Une erre
systématique est commise, mais suivant le matériau, cette erreur est plus ou moins élevée. En général le comporteme
considéré comme isotrope, mais iis® des cas ou l'erreur associée a cette hypothése est beaucoup trop élevée pour quelle
acceptable.
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L'isotropie est la caractérisation du fait que la loi de comportement du matériau étudiée est indépendante du systéme
On traduit ainsi I'équialence de toutes les directions. Dans la réalité I'anisotropie constatée peut étre liée soit a la structure pi
du matériau, soit a son procédé d'élaboration et de mise en forme.

4-1-1- Anisotropie de structure

On la rencontre naturellement. Rates cas les plus fréquent on peut citer :
les monocristaux métalligue®ar la nature méme des liaisons HaEmMiques, le monocristal est anisotrope.
Toutefois, la juxtaposition aléatoire d'un grand nombre de monocristaux permet d'obtenir un ememtogiobal de structure
isotrope.

les matériaux composite®ans cette catégorie on peut inclure en particulier le béton armé et les matériat
composites stratifiés.
les matériaux fibreux naturellemefn trouvera entre autre le bois.

4-1-2- Anisotropie d'élaboration

Certains matériaux, considérés initialement comme isotropes perdent cette propriété dans le processus de réalisatic
peut par exemple citer les profilés obtenus par déformations plastiques ainsi que les tdles laminées.

Conme on peut le constater, I'anisotropie est bien présente et il est important d'étre capable d'en tenir compte au r
des lois de comportement. On peut faire deux remarques :

* Il ne faut pas confondre l'anisotropie et I'hétérogénéité d'un matérimud€lex aspects sont souvent reliés et la
confusion est aisée. L'hétérogénéité d'un matériau traduit le fait que le comportement du matériau est fonction dudeoint d'e
Toujours présente, cette propriété peut étre remplacer par la notion d'homogérdéte pacessus de moyennisation. On définit
alors un comportement moyen sur un ensemble de points. Bien entendu les résultats seront beaucoup fonctions de I'sereur cc
Physiquement, on concoit facilement qu'il est possible de définir un comporteonengene pour de l'acier (d'autan plus que les
résultats d'essais sont souvent globaux), par contre on envisage mal le méme type de comportement sur du béton ammé. Le
d'échelle de I'hétérogénéité par rapport aux dimensions de la structure estroétigaparticuli@rement important pour procéder a
une homogénéisation.

* | 'anisotropie peut aussi concerner un comportement élastique que tout autre type de comportement. Dans les fait
souci de simplicité, on introduira l'anisotropie simplememtlss lois élastiques, mais il ne faut pas penser que seul ce type d
comportement présente cette caractéristique. Ainsi un comportement initial de type élastique isotrope peut trés Himmse trans
en un comportement plastique anisotrope, I'anisotqmoieenant du glissement des joins cristallographiques.

4-2 Expérimentation sur les matériaux anisotropes

Les difficultés expérimentales sont plus grandes qu'avec les matériaux considérés comme isotropes. Ainsi le résulta
essai de traction ser&@pkendant de l'orientation de I'éprouvette dans la structure. Ce résultat restera simple & interpréter lor:
I'essai est réalisé dans une direction principale d'anisotropie.

L'anisotropie se traduit par exemple par le fait que le chargement de prfeﬂ!;ioetatique(;: pl) n'‘engendre pas
une déformation homogéne. Non seulement on aura dans la matrice représentant le tenseur des déformations des termes di
différents (ell, e,,, 6’33), mais en plus on pourra trouver hors de la dialgoties termes non nuls.

De méme l'essai de torsion sur éprouvette creuse peut conduire a des déformations de cisaillement non uniformes
circonférence.

Il est donc pratiquement toujours nécessaire de faire une modélisation particuliére pouriptampoéter correctement
les résultats.

Il est enfin important de noter que le nombre d'essais a réaliser pour caractériser le comportement d'un matériau anis
est souvent plus élevé que pour un matériau isotrope.
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5-  ANISOTROPIE EN ELASTIC ITE LINEAIRE

L'élasticité linéaire est la loi de comportement la plus couramment employée. D'une part elle refléte bien le comportel
a faible déformation de nombreux matériaux, d'autre part de nombreuses lois de comportement sont numériquasent tr
comme étant localement linéaires. On approche ainsi la loi réelle par une suite de segments de droite.

Il est donc tout naturel de s'intéresser a l'incidence de I'anisotropie sur la réponse d'un matériau élastique linéaire.
I faut toutefois notegue de nombreux paramétres peuvent avoir de l'incidence sur le comportement élastique linéaire

température, du fait de I'agitation moléculaire qu'elle engendre, est propice a l'apparition de phénomeénes irrévérsibles, A |
le phénomene d'écrasiage augmente sensiblement la taille du domaine élastique.

5-1 Les tenseurs d'élasticité

Le comportement élastique linéaire est caractérisé par une relation de linéarité entre le tenseur des contraintes et le t
des déformations. Cette relatiprend la forme suivante :

85, =Ky € - ?E:Ke K tenseudesraideurs
i U =
i € =y S [

e=as atenseudescomplaisaces

Les tenseurs ainsi déterminés représentent des applications inverses I'une de l'autre. La connaissance de I'un impl
connaissance de l'autre. Aussi nous ne nous intéresserons qu'a l'un des alaix |@tenseur des raideurs ou encore tenseur de
rigidité.

Avec nos hypothéses, c'est a dire théorie du premier ordre pour les contraintes, petites perturbations pou
déplacements, les tenseurs des contraintes et des déformations sont descerssmarsd ordre symétriques. Donc le tenseur des
raideurs, qui est un tenseur du quatrieme ordre, présente des particularités :

es; =K 64 ets;=s; . :e'KijkI =K
| _ _ | _
i Si _Kijkl e, ete, =g, i Kijkl _Kijlk
Ainsi le nombre de fonctions indépendantes caractérisant le tenseur de raideur passe de 81 & 36.

Pou continuer les simplifications, il suffit de dire que le comportement élastique est un comportement sans dissipat
c'est a dire que toutes les évolutions sont réversibles. En particulier la dissipation thermique est nulle. L'applimagioiedu
principe de la thermodynamique nous permet alors d'affirmer que le travail de déformation est égal au potentiel élastique,
variation d'énergie cinétique est nulle:

MW, +0Q, = AW, =dU

Ce travail de déformation est donc une fonction d'état. Sardtiffélle est une différentielle totale exacte et on peut
appliguer les relations d'intégrabilité de Cauchy. Ce travail de déformation a I'expression volumique suivante :

AW
av 1%
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La condition de différentielle totale exacte nous pernwtal'écrire les égalités suivantes :

S, .
H ij =,U_5'k| ) Kijk| = Kklij
HE HE

Ainsi le nombre de fonctions indépendantes pour représenter le tenseur de raideur passe de 36 a 21. Dans le cas
général, il conviendra donc de trouver les essais de caractérisaties 8¢ fonctions.

Dans la pratique ces fonctions sont dépendantes de la température et du temps (vitesse d'application des charges).
on travaille en général dans des plages de température bien définies , relativement limitées et que cesdanhdsiimfsment
dépendantes de la température, on peut facilement les assimilées a des coefficients constants pour une cinétique donnée.

L'identification de ces coefficients élastiques repose sur I'évaluation de la raideur dans des essais statigmes (tr
compression, torsion ...), dans des essais de vibrations ou dans des essais de propagation d'ondes. On constateeume diffé
niveau des résultats donnés par ces essais. Cet écart s'explique car les méthodes dynamiques ne permettentrpande pr
compte certains mouvements internes visqueux et de ce fait donnent des rigidités un peu plus grandes.

5-2 Convention d'écriture

Le tenseur de raideur est un tenseur d'ordre 4. Il est donc particulierement délicat & expliciter. Les forelafgsedé
sont relativement lourdes. Il convient donc de trouver une méthode qui permette une simplification d'écriture.

La solution réside en des applications linéaires. L'une va nous permettre de passer de l'espace vectoriel de dimen
associé auxenseurs d'ordre 2 vers un espace vectoriel de dimension 1 auquel on associera des tenseurs d'ordre 1. Pour le
des contraintes, cette application se présente sous la forme suivante :

~ & S» 0

%911 S, 5130 s Sas 0
S=a8, Sy Spo- &E& 70
% o) $23_5329
Cos1 Sz Sast - O
317513

— 0

6%12 S+

Par contre pour le tenseur des déforames, on préfere utiliser I'application définie par :

3 % 8

o ~ e €, o}

_ E%‘911 €, 630 s e, o

e=a&, 6, 63b- && = 2e.=2 0

2, o) 3~ £6,3=465,0
G*31 €2 G+

& _ — o
gal— 2931—29138
C 01,=26,,=26,, *

Ces transformations sur les tenseurs des contraintes et des déformations induisent I'existence d'une application liné
I'espace vectoriel de dimension 4 (associé au termkeraideur) vers un espace vectoriel de dimension 2 :
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La nouvelle forme du tenseur de raideur permet alors de lui associer une matrice carrée (6,6) :

85,080 G G Cu G5 G880
éZZQ £21 022 C23 CZ4 025 026@22{)
Ragoln Gz Ca G Cs  CygePug
6323(:::’ &y G Gz Gy G C46‘:::’6@23Q
D310 81 G2 Gs G Gs Cegelhig
6%129 6%61 Co Gz GCou GCos Ceesgéﬁ%zg

Compte tenu des conditions d'intégrabilité de @gusur le travail de déformation, nous avons les relations suivantes :

Cp=Cy Cu=2C,; Cpu=2C, Cyu=2C,; Cu=Cy
C3=Cy CsT2C5; Cpis=2C;; Cys=2GCs; Cu=Cyy
Cs=Cy Cg=2C5 Cp=2C; C3=2C5 Ca=Cos

Ces relations étant au nombre de 15, nous nous retrouvons bien avec 21 coefficients indépendants.

La structure de la matrice C devient alors :

Les sougmatricesX, Y etZ étant des matrices (3,3), les matrigest Y étant symétriques.

Les hypothéses supplémentaires portant sur le degré d'anisotropie du matériau vont nous permettent de dimint
nombre des coefficients indépentian

Ces hypothése portent essentiellement sur les symétries et rotations possibles sans changement de la loi de compor
L'invariance du comportement dans un certain type de changement de base ne sera en effet vérifié qu'avec des re
particuiéres du tenseur de raideur.

Pour mettre en évidence ces relations on rappelle les régles de transformation des composantes d'un tenseur d
changement de bases orthonormées :

- O o

CCC C v v C
€.€.8) (E11E21E3) €=a'E, E =b'€ aveca’bj=d"
Pour un tenseur d'ordre 2, on a :

AS=TYE AE Vb TP V=g a’t

T:tljkl é—’Aé-j’AéK’Aé’:TIJKL ‘I’ A E’J A ‘I’< A E"L tijkl :bli bJj bE b||_ T KL TIJKL:aiI ajJ allf aiLtijkI
Remargue La notation précédente (avec des indices supérieurs et inférieurs) peut choquer a premiére vue mais

notation est en conformité avec les notions de variance etrdeaeariance. Elle permet des écritures avec des simplifications
systématiques. De plus, dans le cas d'une métrique non euclidienne, elle seule permettra de prendre en compte carecten
nouvelles notions de longueur.

Toutefois, dans un souci de siliofi€, nous continuerons a utiliser des notations avec des indices inférieurs pour le
tenseurs.
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5-3 Matériau isotrope

L'hypothese d'isotropie impose que la loi de comportement soit indépendante du repére choisi pour I'exprimer. En d'
terme, letenseur de raideur doit étre invariant pour tout changement de base. On peut alors démontrer que la seule forme pc
de ce tenseur est :

Kii =/ dij 0y +n(dik djl +d, djk)
On obtient ainsi la loi de comportement faisant apparaitre les coefficients de Lamé :
s, =2me; +/ g, d

Avec cette forme de relation, on constate que les directions principales de contraintes sont confondues avec les dire
principales de déformations.

Cette loi de comportement ayant déja été étudiée, nous nous proposongdkr gplus prés des comportements de
matériaux présentant un certain degré d'anisotropie.

5-4 Matériau orthotrope

Un milieu est ditorthotrope pour une propriété donnée si cette propriété est invariante par changement de directi
obtenue par syntée relative a deux plans orthogonaux. On remarque qu'alors la symétrie par rapport au troisieme plan orthog
est automatiquement acquise. Ce mode de comportement est relativement bien réalisé pour le bois (dans certains ce
composites unidireainnels et les produits métalliques laminés.

Supposons que nous ayons une symétrie par rapport au plan de coordgritdelsa matrice de changement de base
traduisant cette symétrie est :

o

géL 0§
(A)=28
&

0

o}
1 O0p
0 -19

La relation d'indépendae du tenseur de raided¢ dans ce changement va se traduire par le fait que toutes les
composantes,, ayant un nombre impair d'indice 3 sont nulles. Ainsi pour la mafrize obtient :

C14= Cpy = Gy =Cs =C15 = Cps =C35 =G5 =0
Le tenseude raideur n'a plus que 13 coefficients indépendants.

Il nous reste maintenant a traduire la condition de symétrie par rapport & un plan orthogonal, par exemple celt
coordonnéex, =0. On aura donc :

(Cl ):Cle :(C25):C26 :(C35):C36:C45 :(C46):O

Il ne reseé donc que 9 coefficients indépendants pour traduire le comportement de notre matériau. Dans le repére prin
d'orthotropie, la loi peut se mettre sous la forme :
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aenfa 1 m, my g, o @uf
x QaeEl El El 025 O
%228 : ,h i .23 0 0 0 %228
® 0g E, E, E, e O
0] n ¢ (0]
%33" A 1 0 0 0 %33"
O E E 0
& Ogxp 3 3 3 1 e 0
9236 - 0 0 0 G 0 0 ﬁﬁd
® 0g S e O
& 0x0 0 0 0 — 0¢e O
6@319 ® G;; @‘319
& 0 1 ¢ o]
§ oo O 0 0o 0 o G—% g
CH2~+ G 12 +Q 12 =
Les conditions de symétrie se traduisant par les relations
El E2 , El E3 ' E2 E3

Le matériau est donc caractérisé par 9 coefficients indépendants :
* 3 modules d'élasticité longitudindd, , E, etE, dans les directions de I'orthotropie.

* 3 modules de cisaillemert, ,,G,;etG;,.
* 3 coefficients de antractionsz,,, 11,,etr,,.
De plus, des considérations thermodynamiques sur le travail de déformation permettent de démontrer les inég
suivantes :

1-1,m,>0 | 1- 13 n,>0 5 1- 113, 1,3>0
1- Iy Myg Mgy = 1y Mg My = Ty 15~ 113y 15y~ 1T /723>O

5-5 Matériau isotrope transverse

Un milieu est ditisotrope transviese pour une propriété donnée si cette propriété est invariante par changement
direction obtenue par rotation autour d'un axe privilégié. Dans ce cas, tout plan passant par l'axe privilégié est sym@arede
Nous pouvons donc remarquer que leeunilest déja orthotrope.

Imaginons par exemple que l'a¥e, soit I'axe d'isotropie. Il est donc nécessaire d'avoir une invariance de la loi d
comportement pour toute rotation définie par :

a cosa sina 00
& 0
(A= sina co:a 0p
ge 0 0 19

On congoit facilemenqu'en plus des relations du cas orthotrope, on obtienne de nouvelles relations entre les coefficie
élastiques du tenseur de raideur. On aura par exemple :

—_ - - 2 -
Kip =~ sinacosa A, A, K, +Hcos a- sin?a)A, Ay, Ky tsinacosa A, Ay Kyyoo

Kypu=- sinacosa(- sinacosa Ky, #sinacosa Ky, J+(cog a- sin?af K,,,#sinacosa(- sinacosa K., #sinacosa K,,,,)
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Ce qui nous donnera :
. . 2
Co=Sin® a0 a(C,,+C,,- 2,,)+{cog a- sin?a ) ¢,
4sin? acog ac,=2sin’acos’ a(c,,-¢,,)  carc,,=c,,

. , 1
D'ou la relation : 06625(011- Clz)

En définitive on retrouvera 4 nouvelles équations (agsitc,,). Il n'y a donc plus que 5 composantes indépendantes. Les
équations deviennent :

R T A
& 0gk E E & 0
T R P
e 0B & E, ge o
& 0,n n 1 %
£028 P £ 0 o 0 $Fug
€ e o(1+n,,) & 9
& 0 &Y 0o & 0
£236$0 0 0 E, da§23('j
® 04p 1 ¢ 0O
@ 0,0 0 0 0 0 g& 0O
@31933 2G13 6@319
® 0z 1 ¢ ©
e 0 0 0 0 0 = A
& .
g 12§ ¢ ZGla%lzg

. . o, n. n E,
Les4relationssupplémerdiresétant E =E, ; 2=—"2: G,.=G,,; 2G,,=———
pp El 2 E1 E2 13 23 12 l+/712

6-  UTILISATION DES MATERIAUX ANISOTROPES

L'emploi de matéaux anisotrope a tendance & se généraliser. Les méthodes de calcul évoluent rapidement et I'a
numérique n'est plus une barriére. Toutefois, pour utiliser correctement ces matériaux, il subsiste encore deux difficultés.

La premiére difficulté estide a la détermination des constantes élastiques. Certes on concoit bien que le nombre
paramétres a déterminer étant plus élevé que dans le cas d'un matériau isotrope, il soit nécessaire de faire plusdxpérie
caractérisation. Mais le nombre xp)rience n'est rien vis a vis du mode opératoire. Il ne faut pas perdre de vue que le matér
possede des directions particulieres et que les éprouvettes seront a référencées vis a vis de ces directions. Panelkeogde, da
d'un matériau orthotropeyn essai de traction suivant les trois directions d'orthotropie permettra de déduire les trois modu
d'élasticité longitudinal. Mais quel serait le résultat d'un essai de traction mené suivant une direction quelconque?

La seconde difficulté réside dafes calculs de dimensionnement et en particulier dans I'emploi d'un critére. Il est en eff
évident que les critéres utilisés dans le cas d'un matériau isotrope ne seront pas adaptés au cas anisotrope. Il calevient
définir de nouveaux critéresoBr un calcul de prédimensionnement, on pourra utiliser un critére dit de "Hill" qui est I'analogue c
critere de VorMisés. Toutefois, il convient de bien faire attention au phénoméne de ruine mis en oeuvre. Ce n'est pas toujou
dépassement de la litai élastique qui interviendra dans le dimensionnement. On peut par exemple citer le phénoméne
délaminage des matériaux stratifiés ou encore les pertes d'adhésion dans les matériaux composites.
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PLASTICITE

1- GENERALITES

Nous envisageons d'élier un comportement de matériau autre que I'élasticité linéaire. Toutefois, afin de simplifier not
propos, nous considérerons que la viscosité est négligeable et que les sollicitations imposées ne créent pas de don
significatifs (fissurations, dél@ppement de micro cavitation, ...).

La non prise en compte des phénomenes de viscosité ne signifie pas nécessairement que les températures soient ba
effet, bien que I'élévation de la température soit un facture favorisant pour la viscogtéeoaitre peut apparaitre méme a de
faibles températures. En fait il convient mieux d'avoir des chargements infiniment lents, qui permettent d'avoir des répc
asymptotiques stabilisées, mais suffisamment rapides pour que le phénoméne de viscasé paspapparaitre.

En ce qui concerne la notion de dommages significatifs elle est tout a fait relative. En effet, il ne faut pas oublier qu
plasticité traduit une irréversibilité thermodynamique du processus de charge. Du point de vue micesettgigquéversibilité a
essentiellement pour origine la coalescence de défauts voisins. Ce phénomene irréversible est bien entendu un dommag
Toutefois, on peut considérer que, les dommages engendrés n'étant pas facilement observables, phs'deistiommages
significatifs.

Dans la suite, nous allons considérer que le comportement général élastoviscoplastique d'un matériau est essentiel

élastoplastique. De plus, afin de ne pas compliquer inutilement I'étude, I'élasticité sera coosidér@dinéaire. Ainsi on pourra
sans ambiguité attribuer a la plasticité tout aspect non linéaire des comportements étudiés.

2- RAPPELS DE MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

2-1 Rappels sur I'état de contrainte

L'état de contrainte dans un domaine ériat est un état tensoriel. Dans une étude compléte on constate gu'il exist
plusieurs possibilités de représentation de cet état tensoriel. Les différences de représentation sont liées soindinatierméter
particuliére de I'état de contrainte (Tensde CAUCHY, tenseur de PIOLAKIRCHOFF 1 ou de BOUSSINEQ, tenseur de
PIOLAT-KIRCHOFF 2 ou de PIOLATLAGRANGE, tenseur de KIRCHOFF) soit & une théorie plus ou moins simplificatrice.

Dés lors que I'on étudie les possibilité de grandes déformations edrtits gléplacements, il convient de bien dissocier
toutes ces représentations. Toutefois, toujours dans le but de ne pas alourdir I'exposé, nous nous contenterongetigliser le
contrainte défini dans le cours de Mécanique des Milieux Continus. i@edeeprésente le convergence des différents tenseurs
pour des états de déformations et de déplacements faibles (hypotheése des petites perturbations).

Quelle que soit la représentation tensorielle choisie pour I'état de contrainte, on peut assbes priacipale et définir
un état déviatorique associé.
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2-1-1 Base principale Invariants

- v -
Dans une bas(:Xl,X2 ,X3), le tenseur des contraintes est de la forme :

_ a5, S 5130
S= S S.,:0
212 22 238 cccC
6%13 S23 533+(X1’X2’X3)
Il existe un systéme d'axes particulier qui représéag "directions propres” de la matrice. Ce repere est appeigde
A>3 — -
principaldes contraintengI N, SN, ) Dans cette base la matrice représentant I'état de contrainte prend une forme diagonal
&, 0 09§
0]

S 0660 ¢ ¢
0 S 2(N| N, ’an)

8

N

BE

La détermination desontraintes principales passe par la diagonalisation de la matrice des contraintes. On doit al
rechercher les solutions de I'équation :
det(s-/l}:oY =134, /% 1,/ +1,=0
A

- o
Quelque soit le systéme de référer(é(=,l,X2,X3

) choisit, on doit trouver les mémealeurs de contraintes principales.
En conséquence les quantités |, etl, ne doivent pas dépendre du systéme d'axes. Ce somvégg@antsdu tenseur des

contraintes :

étracedutenseudescontraintes

_l
1~ S1tS ;1S53

]
I5|+5|| +5|||
&- (sommelescofacteursiesermesieladiagonalg
i 2 2 2 ( 2)
Iz_l' (511522' S1p 15,5337 53 ¥5355117 513 _Esiiskk_sik
1
|"(5|5|| TS S ts, S, )
edéterminahdela matricedescontraintes
_l I( )
15=1 dets;
1
[S1SuSn

2-1-2 Tenseur déviateur des contraintes

Il est toujours possible de mettre le tenseur des contraintes sous la forme d'une somme d'un tenseur sphérique
tenseur déviateur de trace nulle :

sml_ est letensew hydrostatique

s=s"' est letenseur déviateur des contraintes
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On a bien évidemment :

as,,-S S s o)
_ &11 m 12 13 0 a
S=x S, S,,-S, S,; © avec J =tr{sF0
e 0
C S13 So3 S33~Sm+

Pour décrire un comportement plastique, on utilise souvent le deuxiéme invariant du tenseur déviateur des contrainte:

1 1
J,= E(Sn Suk ™ S|k2):§s'k Sik
2 :%(3112 +S,, 48y 125, 25,5 +25312)
1
J, :6[(511' S 22)2 +($ 22" 533)2 +($ 33" 511)2 +6(5122 +S 232 +5312 )]

On définit la contrainte octaédrale par la relation :

1
t octzé\/(sll- S 22)2 +(5 22" 533)

2 2 > 2 2)
+(533'511) +6(512 +523 +531 )

2
toct

On a donc larelation: J,=

N | w

2-2 Rappels sur I'état de déformation

Le processus de plastification fait souvent intervenir le
s parameétre temps. On peut arriver a un état de contraintes donné e
/ suivant plusieurs chemins de chargement. L'état de déformation
obtenu n'est alors pas le méme. L'histoire du chargejoeatun
réle important.

Ainsi, contrairement a un comportement élastique linéaire,
il convient donc de faire intervenir un parameétre associé a la notion
de temps dans la description d'un comportement plastique.

v

2-2-1 Cas des petites déformations

Le domaine est décrit & I'état de référence par les coordoangdmstantt =0:

A=D - C
Xs OR=a X
Trajectoire du poi”Q// — L'état actuel est caractérisé par les variables de positicn
[ linstantt :
Q - C
e ORP=x. X.
~ t
Trajectoire du poinV T b
P’ Le déplacement est alors donné par le champ vectoriel
0 - -
7 U(R)=RP,
2
D’ Xl
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Au voisinage du poinB, on peut écrire :

- C
P,Qo=da X;

U(Qy)=Q,Q =U (& +da)=U(R,)+dU

- C
dU=du, X,
du =" da

18,

Ce qui nous donne :

. —e .
du=gradU)RQ,

Relation que I'on peut encore écrire :

dU=rP,Q,+eP,Q,
Avec :

= S 53
2e=grad(U)+ grad(U)

e T o

= | <
2r=grad(U)- grad(U)

Dans le cas d'un repére cartésien, on obtient :
_léuy; pu @
—5€ u

281K 1%

ik

_leuu, pu @
A€ u
281K, 1K |

ik

2-2-2 Cas des grandes déformations

Il convient dans ce cas de distinguer I'étatielatle I'état de référence.

A—D
X3
- Q . Par rapport a I'état actuel, on envisage un accroissemment
5 d@u) t de la variable temps. On obtient ainsi une différentielle
temporelle des fonctions qui caractérisent |'8tatmodynamique
de notre systéme d'étude. Le poRitdevient un pointP,. Entre
ces deux points, nous pouvons définir le vecteur déplacement
instantané :
AJ=RF,
T} On définit alors le tenseur des déforraat actuelles :
2
> (@) _1éu(a, )+ﬂ(d1k)f3
/’/ k __g 7
= 28 1K AR
¥ Xi

Cette fois les dérivations sont faites a partir des coordonnées actuelles.
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Interprétation physique des termes -
A linstantt, on considére un petit élément de longuegui est paralléle a la directioX, ('élément originelg
n'ayant & priori aucune relation avec la directio. A l'instantt + d, la longueur de I'élément est devehded. On a alors :

(@ o=tim?

A

(0’ )?2 représente la dendiistorsion de l'angle dro(O(l, X2) a l'instant.

Remargue: on peut étre amer#&définir un tenseur des vitesses de déformations actuelles :
1 a 16uv, uv, g 1
(d)?k_( )?k:_,ﬂ M ke

u—¢i
a thw(k MK

2-2-3  Déviateur du tenseur degfdrmations actuelles

De méme que pour le tenseur des contraintes, il est possible d'envisager une décomposition du tenseur des déforn
actuelles en une partie sphérique et une partie déviatorique :

d =d P 1+d
La partie sphérique cardcise le changement de volume sans changement de forme, alors que la partie déviatori

caractérise le changment de forme sans changement de volume.
On peut bien entendu associer trois invariants au déviateur du tenseur des déformations actuelles.

2-3 Relations entre contraintes et déformations

Ces relations traduisent la loi de comportement du matériau employé. Comme il n'existe pas une relation univers
chacune des expressions données est déterminée dans un domaine d'emploi bien défini.n@epdamétire défini par de
nombreux paramétres (temps, contraintes, température ...).

La premiére relation étudiée dans un cours de mécanique des milieux continus est la relation de I'élasticité linéaire, e
appelée "loi de Hooke". Cette relatioprésente une proportionnalité entre I'état de contrainte et I'état de déformation. Dans le
d'un matériau homogéne isotrope, on a :

Cette relation n'est valable que pour un état de sollicitation faible. Des criteres (Von Meses, Mohr Caquot ...)
permettent de vérifier la 1égitimité de I'emploi de cette formule.
Dans le cas de non vérification du critére, il convient d'utiliser une autre loi de comportement.

3- CRITERES DE PLASTICITE

3-1 Position du probléme
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Les résultats d'un essai de traction montrent que le dépassement de la limite élastique fait apparaitre des déform
permanentes, c'est a dire des déformations résiduelles aprés suppression des charges.

A
Expérimentalemenbn constate souvent que la
e / courbe de décharge est une droite parallele a la droite
[T correspondante au domaine élastique. On peut ainsi
affirmer que la déformation effective est la somme d'une
I \ déformation élastique et d'une déformation purement
I ‘ plastique.

d &d p+(d §
Plus généralement, on écrira :

(@ R={d B+ (@}’

Avec pour la déformation élastique:

@)’ | 1+n n
(0 k=cd 5- 237 54,

/

En déefinitive, il reste a évaluer la déformation plastitﬁa'e)g'K .

3-2 Surfaces et fonctions de charg

On appelle surface de charge, la surface qui, a l'instandélimiter le domaine élastique dans I'espace des contraintes.

Il est & noter que la notion de surface doit étre prise au sens large puisque lI'espace des contraintes est un éslpace v
de dimension 6 (vu la symétrie du tenseur des contraintes). Ainsi la surface de charge aura une dimension 5. Biententend
notion d'espace vectoriel de dimension supérieure a 2 ne va pas faciliter la représentation géométrique.

Dans l'espace dewntraintes, un état de contrainte est représenté par unlB(ﬂr;,g). L'origine du référentiel est associé

a I'état de contrainte n :O).
L'ensemble des points tel que le comportement soit encore élastique est délimité@ garface qui est la surface de
charge. La relation permettant de décrire cette surface est la fonction de charge.

4 4 L'essai de traction d'un matériau fait

S J clairement apparaitre la notion d'écrouissage. La
0 limite élastiqzie enregistrée lors de l'essai est
fonction des chargements antérieurs. En particulier,
Se on constate que cette limite est la plus grande
valeur de contrainte créée lors des essais antérieurs
si ceuxci ont dépassé la limite élastique existante.
C'est le pénomene d'écrouissage.

> >
1’4 I'd

La surface de charge est donc évolutive. L'équation d'une telle surface est de la forme :
f (.S‘ik ,X) ou xest un paramétreétrouissage
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o o A partir de la surface de harge, une
_— T augmentation de I'état de contrainte (charge) déplacera la
\ surface, alors qu'une diminution de I'état de contrainte
(décharge) donnera un point a l'intérieur de la surface.
\ On dit qu'il y a un écrouissage isotrope si la
dilatation de la surfacde charge est uniforme dans toutes
\ les directions. Dans le cas contraire, I'écrouissage est dit
| cinématique.

Surface de charge

PG #)

/ Cette notion de surface de charge permet de
définir des états de contraintes et de déformations
Domaine élastique / équivalents.
Chargeou La contrainte équivalente a @tat de contraintes
deéformation plastique plastiques quelconques est la contrainte de traction qui se
/ trouve sur la surface de charge.

La déformation actuelle plastique équivalente est
la déformation qui, associée a la contrainte équivalente,
donne un travail plastique égal tnavail plastique réel :

an P :sik (d k( i =5 équi'(d )%quip

o) Décharge ou
déformation élastiq

La notion de fonction de charge conduit naturellement aux critéres de plasticité.

3-3 Principe de Hill

— Le principe de Hill, appelé encore principe du travail plastiquema x i mal , di t q
‘ contrainte r®el est , par mi | 6ensembl e des
celui pour lequel le travail plastique est maximal.

| Soit s, un état de contrainte sur la surface de charge (@iet sdt & g un accroissement de

contrainte qui crée une déformation plastic(ﬂie)?k .
Le principe de Hillpermetalorsd'affirmer que pour tout état de contrainte élastique
s, (point P), le travail plastique ass@ciest inférieur au travail plastique associé a I'état de

contraintes;,.
sild B"2s, (d R°

On adonc:

s, (dR*-s, (d B 20
(s1-5, )@ kP20

Or, dans l'espace des contram Sik représente les composantes du vecE@Qr
On a donc la relation :

IMPOSSIBLE Cette inégalité conduit & la convexité de la surface de charge.

p

20

O %QJIO
|- @O

D'autre part, on en déduit une condition importante sur la déformation plastique. Corselgéreffet le cas ou I'on tend
vers le poinQ (situé sur la surface de charge) par deux directions opposées. On désighdepaiat tangent e® a la surface de
charge. Les pointB et P' étant infiniment proches du poi€; on peut associer des composantes infiniment petites aux vecteurs :

PQY ds, et P'QY ds',
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Ces deux vecteurs appartiennent bien entendu au plan tapgadta(itre part si on considére que le péihest le point
symétrique dé® par rapport au poin@Q, on a :
ds', =- ds,
D'apreés le principe de Hill, on donc :
°ds, (d k.20
Soit :

ds,.(d k"=0

Cette relation devant étre vraie quelque soit le pBiappartenant aplan tangentg), on en déduit que le vecteur de
composante(d );{( est perpendiculaire &) enQ et est dirigé vers I'extérieur. C'est la loi de normalité de la déformation plastique

A partir de la fonction de charge, on a donc :

f
d_p:'u_d
(@ k s

Dans cette expression, est un coefficient de proportionnalité qui dépendsgex etdeds,, .

3-4 Critere de Von-Mises

Ainsi que nous l'avons déja remarqué, il yree uelation évidente entre la fonction de charge et le critére de limite
d'élasticité. Examinons plus précisément le cas du critére ddvN&ars.

Le critére de VorMisés revient en fait & limiter la contrainte octaédrique, c'est aglleedkuxiéme inariant du tenseur
déviateur des contraintes.

J,=- _(S Sk~ Sk ): Sk Sk = (S‘ll2 ¥S,, +Sy 425, 428, +25312)
Jz :E[(sll' S 22)2 +(5 22”7 533)2 +(5 337 511)2 +6(5122 +Ss 232 +5312 )]

Pour tenir compte du phénomene d'écrouissage, nous écrirons :
_ 2 _ 2
f (sik ,X)—Jz- 25,°=J,-x
Dans cette expressiod, représente la contrainte limiteagtique équivalente (associée a I'essai de traction).

L'utilisation de la loi de la normalité nous conduit au calcul suivant :
AN

HE 5 HR
Avec, pour les composantes du tenseur déviateur des contraintes :

Sj=S;-Snd;=S- s a, d

3 op~opijl
D'ou :
HSy _
=d, d- Ly o o0y, =0, diy - 0’ 4,
H & 3"

Ce qui nous donne :

HE :ﬂd__ a’kl-}’Uf d, d,

HS 18 " 318
Mais nous avons les relations :
f f
£ d,d,=E
5 ik
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;i _
Z—0,d, d dg«% T+ Z 0, (5,+5,,+53,)70
i k ) /'5228: k 1 22 3
D'ou le résultat :
ut uf
o S
H g B

On en déduit donc pour la loi de comportement en plasticité :

(d )?kpZSKd /

3-4-1 Incompressibilité plastique

La formule précédente nous permet de calculer la dilatation volumique plastique :
(0 ¥=(d k" d,=s.d b,=,d *0
Ainsi la déformation plastique pure est un déviateur. En pratique on constate effectivem@guinadent du coefficient
de Poisson a une valeur de 0,5 pour un comportement plastique.

3-4-2  Contrainte équivalente

L'état de contrainte équivalent étant un état de traction, le tenseur des contraintes associé est de la forme :
8S.ou O 0§
= & équi 0
S=g0 0 0

o o 02
Par la fonction de charge, on peut calculer la contrainte équivalente :
1
— 2 _ 2 2
f (Sik 1X)—‘]2'X _Ez'séqui - X

eqw _3‘] __[ S-S 22)2 +(5 227 533)2 +(5 33" 511)2 +6(5122 +s 232 "'5312 )]

3-4-3  Expression du coefficient de proportionnalité

On rappelle que le coefficient de proportionalité est donné par laorelati
f
(d )3( p:ﬂ_d
H R

Sachant que d'autre parton a:

d/v P =5 ik (d )% P =5 équi'(d Equip

On peut en déduire :

d # equr(d )gqulp

f
S HT
“u s
Mais de plus, dans le cas du critére de Whses, on peut écrire :
uf
TRl =(S1c*+S i JSic =S Sic+S S
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Avec le tenseur déviateur, nousas :

d) $,,=J,=0
On obtient :
uft _ 2 2
Sik 2‘J eqw
“s 3
Ce qui nous permet d'expliciter le coefficient de proportionnalité :
p
d # (d )%qw
2 seqm

3-4-4 Déformation actuelle plastigue équivalente

Les expressions précédentes nous permtettécrire ;
d p
(d )% P =S, a #SIK §ﬂ
équi
Ce qui nous donne :
Ra §
T I A P N
4(} sequi 0

On obtient donc :

(@80 J =200 B2 (0 Ro=3,

A partir de cette formulation incrémentale, on peut alors donner I'expression de la déformation actuelle plasti
équivalente ou auulée :

)
eqU| mo(d )‘gquip

4- RELATIONS DE HENCKY -MISES

L'étude précédente nous a montré que l'on pouvait relier I'état de déformation plastique a un état équivalent en tracti
nous reste maintenant a exploiter les résultats de l'essai tilentaamur en déduire une loi de comportement plastique.

4-1 Hypothése d'écrouissage

L'équation de la surface de charge est donc :
— 2_ 2_
f(s,.X)=d,-25,°=J,- x*=0
Comme nous avons pu le constater, le deuxieme invariant du tenseur déviateur des codjragitase fonction de la
contrainte équivalents
D'autre part, on formule I'hypothése que le paramétre d'écrouissatfment de la déformation plastique équivalente
eéquip'

On peut donc de que la surface de charge induit des relations entre la contrainte équivalente et la déformation plast

équivalente.
eqm _h( equi) eqU|_h ( eqm )

Ces relations nous permettent de tracer la courbe d'écrouissage :
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Cetee courbe fait en particulier apparaitre le module tangent plasigueui est

a sq#; Aa I'équivalent local dans le domaine plastique du module d'Young.
A

Dans le cas de I'essai de traction, on a :

F F
S5,=5 _séqui_ga = S =0 S =0

S
Les déformations plastiquesgendrées sont :
U é;ui >

p p
(@ g° :Llﬂ— (@ g =(d k= %lel_ (incompressibilité plastique)

La déformation actuelle équivalente plastique est:

(@ ko) = 2%% w 2o kY
9¢:2 g

p
(d )*:é’quip :dll_

4-2 Relations de PRANDTL - REUSS

On adonc:
P
(@ 525 LRl
2 séqui
De plus I'hypothése d'écrouissage nous donne :
eqU| _h(s
On en déduit :
ad g.i
(d )‘gquip:h (Séqui)d \:Squi: E(SUI
Ce qui nous permet d'écrire :
(d p:§s d ‘gqui
ik p
2 Et séqui

Pour avoir la loi de comportement il faut rajouter la partie élastique :

'ng
dp= £y -—30’ d
( )?k — =4 3 5.0,

Cette loi de comportement du domaine élastoplastique porte le nom de loi de PRANHDSS.

t équi

4-3 Relations de HENCKY - MISES

La loi précédente est une loi incrémentale. Pour définir I'état de déformation final, on est obligé de dertrgittede
chargement suivi.

L'hypothése la plus simple correspond & un chargement radial, c'est & dire un chargement proportionnel a un
parameétre :
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Sk —cte=h "k

séqui

On peut alors intégrer les incréments de déplacement. Par exemplde palcul de la déformation linéaire dans la
direction X, on a:

L (d h :éﬂ‘ _ 522+533 gh(s équi)
1 11 -

1
2 +_[511' ’7(5 22+533)]

équi
Pour la distortion angulaire :

h\S squi) 1417
(0')22—— S12 ( : )+ E 12

équi

A partir de ces formules, on peut définir le graphique suivant :

Séqul
On peut en déduire la relation :
s. 1 _hlseq) 1
ES Séqui E
a Cette relation nous conduit alors aux formules de Henbkigés
Eesqui -
€, 1 f? ah(se WEs MESQ 4
lm(d)?l_E 511" % qu g )U
,:\ 0 Sé (; équi = g
T4 18 8N(Seq)Es nEsQ 2
R0 p,=—6 g S'O(s U
|Q( 2 25 22" ae 0 22T
i ‘ ES@ C 2‘Seqm E u
[ 1€ Ah(S,.)Es JEs 8 2
1R (d B=—ts,, 28— QS 35+5 ,,)U
ﬁ( sua h(sequ)E nES %‘(Sequb l7 IQ( )?3 Eeg 33 é‘e 25 E g 33 22)@
ij | ~
K S(s: Zsequ' E 0 é’ezsequ' E9 %ﬁ(d ):2, _523 h(séquDES /7E58
3 0
1 © ESQ 2Séqw E 9
[ s.& h(s.,)Es nE.0®
T ~ d =231 équ S S O
1 Q( kl ES? 2seqU| E 9
| 2 ~
T s _slza h(séquDES nEsg
‘N (0’ )gz 9
I' R ES? 2Séqw E 9
5- EXEMPLES
5-1 Exemple dans le cas d'un essai de traction

Le tenseur des contraintes estld forme :
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as 0 09§
= & 0 E
s=gd) 0 Op avecs :g
0 o0 o2

Les formules précédentes nous montrent que les directions principales restent fixes. De plus nous avons :

A _ S
Q (d )gl_E_s

K s ah(S4u)Es nELQ
mo(d )%2_- E $ qu + ES cgtrt!(d )%3

S g équi
On peut alors définir un coefficient de Poisson rationnel :

L
_ (@B ns,0E, 7E
rj(d )?1 2Séq”i E

Ce qui nous donne dans un systéme d'axe quelconque :

L _1+/_7 n
Q(d )':r} _E_Ssij - E_Slldij

Ces formules rappellent les formules d'élasticité linéaire.

5-2 Traction et torsion d'un tube mince

\—+P
EZ On considere un be d'épaisseus, et de longueut, en dimensions initiales

i
(eoéllgl) . Ce tube étant soumis a une sollicitation combinée de traction et torsion, le
/—\ dimensions sorg etl a un instant donné. L'état de contraiesé de la forme :
\d / & 0 0§
& 0
1 s=gd 0 tp C C)

g ® ¢ sYE.EE

Pour les déformations actuelles on a :
a 9)
aéj_e 0 00
ke (0]

@0 o 9%

N & r 29 ccc

\ / ® rd a d ()(E E E)

% O —_ R T q! Z
s AEqE & 2 |2

5 v‘

Au cours de I'expérience, on mesure la longlietit'anglea .

Les relations de Prandtl et Reuss nous donnent :
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(d )%Z_m —s h'(séqui)d ‘gqui+d_5
I S E

équi

(d )? _raa :§[ h'(s équi)d ‘gqui_'_d @_+/7)
S ) s E

équi

Trés souvent on prend la fonctibrsous la forme suivante :

eéquip ZAI_(S équi)m } (5 e)m]:h(s équi)

Dans cette formule, les coefficierfi®t m sont des constantes déterminées expérimentalement.

h (5 équi):Am(s équi)m_l

D'ou les équations :
Teiizs Am(s équi)m_ ? d ‘gqui+dEs

On obtient :

I'rd a3 n 2 d @+n)
}7-51‘ Am(séqui) d gt =

Pour intégrer ces relations, nous allons considérer un chargement en deux étapes.
Premiére étape : Traction seule
Les équations nous donnent :
ad - a s
Fl=Am(s)™ g ¢2°
11 E
[d &0

D'ou:

Deuxiéme étape : Traction ®nstante et torsion

La contrainte équivalente est alors :

S s /%(25 246t 2)=s . /1+'°Z—22

Pour pouvoir intégrer, on effectue le changement de variable :
t
u=v/3-—
S

D'ou :

On a alors :
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Ainsi, le coupe de torsion contribue aun allongement axial non nul. On obtient :

S G

D'autre part, on peut calculer I'angle de torsion :

rd a3 m s dilen)

7—7( s) mAu(1+u ) d(1+u 3 E
En considérant que I'on a :

2rd g r g ra

% R84 =

D7 2R7 %5
On obtient :

ra_~/3 ™3 s u(l+n)

E—7mAmu (1+u2) 2 du+ﬁ
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LES ETATS D'APPROXIMATIONS

Les états d'approximations permettent d'obtenir un encadrement numérique de la solution d'un probléme mécaniqu
joue sur la dualité contraintaléformation dans la description de I'énergie de déformation.

En faiton démontre que pour un probléme posé, la solution est soit celle qui minimise une fonctionnelle @spasmus
des tenseurs déformations, soit celle qui maximise une autre fonctionnelle d4@ssace des tenseurs contraintes.

Afin de fixer les idés, nous allons traiter un exemple intégrant une loi de comportement plastique.

1- PLASTICITE PARFAITE

1-1 Matériau élastigue parfaitement plastique

Les relations de Henclkilisés sont relativement générales et elles permettent de traiter de nombobiemps.
Toutefois, elles sont d'une mise en oeuvre relativement compliquée et elles sont mal adaptées a la recherche d'une s
numeérique rapide et approchée.

L'inconvénient majeur provient de la complexité de la formulation numérique de la long®mtement. Lorsque I'on
cherche a établir rapidement une solution, il peut étre intéressant de changer la modélisation de la loi de comportemel
formulation la plus simple permettant de prendre en compte le phénoméne de plasticité est la modélisattériau élastique
parfaitement plastique.

Expérimentalement on constate que les déformations

S équi . L, . .
plastigues engendrées par un accroissement de contrainte sor
beaucoup plus élevées que les déformations élastiquesuddgnc
considérer que la courbe d'écrouissage est approximativement un

5. droite horizontale (écrouissage nul).

Ce modeéle présente d'une part l'avantage d'étre sécurisan
par rapport a la réalité, d'autre part il traduit relativement bien le cas
des madriaux présentants un palier d'écoulement.

€ équi
S

1>

Considérons le cas d'une structuhgperstatique a laquelle on impose des forces extérieures croissantes
proportionnellement a un facteur de charge unique (cas d'un chatgewhial). Cette
/E structure est réalisée avec un matériau élastique parfaitement plastique.
/p Tant que le chargement est relativement faible, les déformations engendrée
restent dans le domaine élastique. Le parametre de charge est alors inférieur a
a valeur limite :
/¢/

e

D

Des que l'on dépasse cette valeur limite, la plasticité apparait, mais elle reste contenue par les déformations élast
Progressivement des mobilités internes dues a des zones plastifiées vont apfigrafitred'une valeur seuil pour le parametre, le
systeéme se transforme en mécanisme :

1=/,
On obtient alors le phénomene de ruine.

Si on a un chargemenigarametreg/, ,i =1...n), 'ensemble des chargements seuils forment uneceutfmns l'espace a
n dimensions. C'est la frontiére d'écoulement du systéme.
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1-2 Matériau rigide parfaitement plastique

A Séqui

Les déformations élastiques étant tres faibles devant les
déformations plastiques, on peut tigsorer la phase élastique
Se dans le chargement. Le modéle de loi de comportement devient
alors le modele rigide parfaitement plastique.

Ce modéle est encore plus simple que le précédent car il
ne nécessite aucun calcul de type élastique.
eéqui

1-3 Rotule plastigue

1-3-1 Elastigue parfaitement plastique

Considérons le cas d'une poutre droite sollicitée en flexion pure (effort tranchant nul). Dans une section d'déscisse
moment de flexion esM ; . On peut alors associer un étatodatrainte. Si on considere que le chargement est radial, le momen

de flexion est proportionnel au paramétre de chargemeRbur les valeurs du parametre faibles, I'état de contrainte est élastique
Lorsque / augmentg on atteint la contrainte d'écoulement plastique dans les fibres les plus éloignées de l'axe neutre.
coefficient / passe progressivement de la valéyr(début de la plasticité) a la valedr, (plastidté de toutes les fibres de la
section). C'est I'apparition de la rotule plastique qui est en fait une ruine locale de la poutre. A chacun de cesutatssonigr

une valeur du moment de erxic(M ¢ MM fp).

1-3-2  Rigide parfaitement plastique

Reprenons I'exemple de la poutre en flexion pure. Si on admet que la loi de comportement est rigide parfaiter
plastique, le diagramme représentatif des contraintes dans une section droite est de la forme rectancumdiegnte sur une
fibore ne pouvant qu'étre nulle ou étre a la valeur de la contrainte d'écoulement plastique. Il n'y a donc plus qu'ite état |
correspondant da rotule plastique.

Il est obtenu lorsque toutes les fibres sont sollicitées par une
contrainte égale a la contrainte d'écoulement plastique. Il est & noter
gue la valeur du moment de flexion limite est la méme que dans le
cas d'un comportement élastique parfaitement plastique. Seules le:
valeurs des déformations et des déplacements (flecdesnt
différentes. Il est a noter que la distribution des contraintes n'est pas
nécessairement symétrique par rapport a I'axe neutre
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2- LES METHODES D'ENCADREMENT

Nous considérons que le matériau a un comportement rigide parfaitement plastiqudaboie calcul de I'énergie de
déformation, seule la déformation plastique interviendra. Ainsi le principe du travail plastique maximal de Hill nous énduir

l'inégalité :
g ( ™Sk )'(d)% ( lk'sik*)(d)?kpzo

2-1 Rappels

Un champ de contrainte est ditatiquement admissible (SA)pour une structure donnée s'il satisfait aux équations
d'équilibre et s'il respecte les conditions aux limites sur les forces.

Un champ de déformation est dinématiquement admissible (CApour une structure donnée s'il dérive d'un qinaie{
déplacement (vérification des équations de compatibilité) et si le champ de déplacement dont il dérive permet de périfie
conditions aux limites sur les déplacements.

Dans le cas d'un champ de déformations actuelles nous aurons :
(@ k= 1e,u(aU ) ,U(d"k)‘?
k u
e Xy LA

D'autre part, le théoréme des travaux virtuels est le suivant :

Pour tout champ de contrainte statiquement admissible associé a un champ de déformati\atiqmiemenﬂ
admissible, le travail des efforts extérieurs est égal au travail dardéfion de la strutwre augmenté du travail des quantijés
d'accélération galiléennes.

7Y au ds+fy fau, dv=p, (0 ) dv+y g al dv

;Y. a, ds+ Y, b, ds+§y f, al, dv=pp, (0 Jp dv+fiy g, dv

Dans la deuxieme expression, le travail des forces extérieures surfaciques a été partagé en deux. D'une pareon coi
le travail des efforts imposés, sur des déplacements inconnus, d'autre part on a le travail des forces inconnues sur

déplacements impos<.’=§i (qui sont trés souvent nuls).

Remarque : Dans son application, ce théane présente parfois des inconvénients. On lui préfere alors le théorem
des puissances virtuelles dont I'énoncé est le suivant :

Pour tout champ de contrainte statiquement admissible associé a un champ de déformation cinémalfiquer
admissible, la pusance des efforts extérieurs est égal a la puissance de déformation de la structure augmentée de lalpuiss
des quantités d'accélération galiléennes.

P v, ds+ Y, o, ds+fy f, d dv=ps, 3¢’ § dv+fiy g v
Vv g i

2-2 Définitions

Un champ de contraintesst ditlicite s'il est statiquemeret plastiquement admissib(8PA), c'est a dire si en plus d'étre
SA il respecte le critere de plasticité en tous points.
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Les chargements créants un champ de contr&iRte sont appeléghargements licites La structure ne peut suppor

que ce type & chargement.

ter

Un champ de déformations actuelles est mlastiquement admissible s'il est relié a un champ de contrai

plastiquement admissible par la loi de comportement.

nte

Un champ de déformations actuelles esticiie s'il est cinématiquement plastiquement admissib{€PA).

2-3 Théoréme cinématigue ou de la borne s@pieure

Enoncé

Soit ¢ e un champ de déformations actuelles licite, ghit le champ de déplacement dont il dérive et soiun tenseu

contrainte lié par la loi d'écoulement.

La fonctionnelle G%{U* §=ﬁ5ij*(d );-j*dv+ﬁrgi au,” dv- iy fi i, dv- ﬁ‘_idji*ds est minimale pour |
g = \% vV vV S

champ de déplacemeim solution du probleme.

Démonstration

Pour un champ de déformations actuelles licite, le théorénteadesix virtuels nous donne

i au” ds+fY, du ds+fy f,a" dv=pp, (@ k" dv+fy g au” dv

En particulier, dans le cas du champ de déformations réelles :
;Y a, ds+ Y, b, ds+fy f, al, dv=p, (0 Jp dv+fiy g, dv

La premiére équation peut encore s'écrire :

i di ds=¢f, (¢ k" dv+fy g ay” dv- fy fa dv- i ai” ds

Comptetenu du principe du travail plastigo@aximal, nous pouvons écrire :

iF (@ ¥ dv¢ﬁsu*(a’ ¥ dv

Ce qui nous donne :

i du dsep, (0 k" dvrfy g au dv- fy fau dv- i, ai ds
En utilisant la relation donnée dans le cas du champ de déformations réelle, on obtient :

FF, (@ B dv+iy g b, dv- fy o ai dv- i, ai dses, (0 B dvfy g a” dv- fy fa dv- i, ot ds

Ce qui nous prouve bien que la éionnelle G%ﬁ* §=ﬁsij* (0’ )ﬂ dv+iy 9, au,” dv- v f au,” dv- 'r'f_ia(.li* ds
(; = ' Vv \ 5

est minimale pour le champ de déplacerriént;olution du probléme.

2-4 Théoréme statique ou de la borne irdrieure

Enoncé
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= . - L . : o
Soit s° un champ de contrainte licite et soiefit les vecteurs contraintes qui s'en déduisent sur la surfag

8='r”fi* ali. ds est maximale pour le champ de contraistsolution du probléme.
- S

e.

Démonstration

Pour un champ de contrainte licite quelconglele théoréme des travaux virtuels nous donne :

i au dst Y, al, ds+fy f a, dv=f, " (0 g dv+fy g ali, dv

En particulier pours le champ de contrainte solution nous avons :

7Y au, dst Y, au ds+fy f,al, dv=pp, (0§ dv+fy g b, dv

Par soustraction, on peut écrire :

o

*

H

O %)QJ

il - o ds=qis, - s, e R av

D'aprés le principe du travail plastique maximal, cette expression est toujours positive. On en déduit que la fonctioni

8=ﬁ‘i* ali. ds est maximale pour le champ de contraistsolution du probléme.
—_— S

PlastictéMise en forme Page4l

La



ARTS ET METIERS PARISTECH
Centre d'Enseigmeent et de Recherche de CLUNY

3- APPLICATIONS ALA MI _SE EN FORME

Lors de la réalisation d'une nouvelle piéce, lingénieur a besoin de savoir rapidement si son matériel peut fourn
puissance nécessaire a la mise en forme et si la machine supportera les efforts mis en jeu. En général un ordre mEugrande
suffire et il est inutile de faire une modélisation numérique fine de type éléments finis. Comme de plus il est posditla d'av
encadrement de la solution, on peut alors se contenter de méthodes approximatives.

3-1 Méthode des tranches

Cetteméthode permet de calculer une valeur approximative des efforts moteurs en prenant en compte le phénome
frottement au niveau du contact pieamutil.

3-1-1 Idées générales

On découpe par la pensée le matériau en tranches respectant laesgméirobléme. Ces tranches sont par exemple
-

infiniment minces selon la directiofD; EX .

On formule alors I'hypothése que la directifm, est une direction principale, les deux autres étant bien entendu
perpendiculaires. és contraintes principales sont constantes dans une tranche d'émhistesrforces appliquées a la tranche
d'épaisseudx résultent d'une part des contraintes, d'autre part des efforts de frottement de l'outil a la surface de la trar
Toutefois la pésence de ces forces de frottement ne perturbe pas la répartition des contraintes. On peut choisir un m
frottement particulier.

Aprés avoir énoncé ces hypothéses, la suite de la méthode consiste a écrire les équations d'équilibre d'une tr:
L'application d'un critére de plasticité permet d'établir une relation entre les contraintes principales. Une deuxieémestelatiol
obtenue a partir de I'application de la loi d'écoulement.

L'intégration de I'équation différentielle générée donne uneate principale en utilisant les conditions aux limites.
Ensuite, un petit calcul numérique permet d'avoir les efforts résultant de la répartition des contraines.

3-1-2 Forgeage d'une barre

Nous allons présenter cette méthode sur I'exemple desafgegd'une barre.
On considére une barparallélépipédiquele hauteuh, de largeur & et de longueut. Placée entre les deux plateaux
d'une presse, on impose un effort pour écraser la barre.

L'objectif étant de déterminer grossierement cet gftor formule les hypothéses simplificatrices suivantes :
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* la longueur étant supposée trées grande devant les autres
dimensions, on considere que I'état de déformation est plan.

* Les plateaux de la presse sont rigidendéformables).

* Le matériau constituant la barre a un comportement rigide
plastique.
a a * Comme on s'intéresse au début de la mise en forme et vu les
L O 4
/7‘ conditions de symétrie, on supposera que les QsEy ,E, | sont les axes
X . .
h A | / principaux de comainte.
dx * s . , .
/ On suppose que l'état de contrainte ne dépend que la variable d
/ _, bpositionx.
/// Ex

* Le frottement de [l'outil est représenté par une contrainte
tangentiellet sur la surface de contact.

Modéle de Coulomb

La caractérisation du frottement passe pamodeéle.

La contrainte tangentiellé est proportionnelle a la contrainte normale de la surface de canjachais reste limitée a
la valeur de glissement, . En pratique cettealeur limite est prise eégale a la limite d'écoulement du matériau divise'ﬁpar
(Critére de Von Misés).

Modele de la couche limite

m
t=—s

\/§ 0

La valeur du coefficient de proportionnalité est fonction de la nature du contact :
contact parfaitement lubrifié : m=0
contact parfaitement collant: m=1

La contrainte tangentiellé est proportionnelle a la limite d'écoulement du matériau.

En fait, dans ce modéle, tosg¢ passe comme si a l'interface il y avait
Press une couche mince parfaitement adhérente a l'outil et a la piéce, couche réalis
BEEEIIIRE CEEKIEEEEERN dans un matériau de contrainte d'écoulemesy.
B INterfACERIISSS : ecoulemes
ot tetoteteteteded RRREIRIKLLS] En pratique, pour les opérations a chaud on se trouve souventesn
\\\\\\[Matiérek\\\\ conditions de contact collam(= 1). o N
De toute facon il est possible de déterminer expérimentalement une
valeur du coefficienn (test de lI'anneau).
I'étude.

Sy

Comme le modéle de couche limite convient mieux pour la mise en forme a chaud, nous alteng leowr la suite de

L'équation d'équilibre d'une tranche d'épaissixuprise sur le cot& positif nous
donne :

ds,, 22 2 m

dx
. 5x(X) sx(x+dx)k

S
h J3h °
L'intégration de cette équation avec la conditigp(x = a) =0 nous donne :
2m
S =

xx_ﬁﬁ(x- a)so ¢0

compression
"TT
Sy

Le calcul de leffort de forgeage passe par la détermination des contraijtes
Pour obtenir ces derniéres, nous utilisons la loi de la normalité :

f
d‘p::U
(@ p=2a

PlasticitéMise en forme




ARTS ET METIERS PARISTECH
Centre d'Enseigmeent et de Recherche de CLUNY

En négligeanla déformation élastique (rigide plastique), cette loi de normalité devient :

uf
de="—"—d,i
( )?*uﬁ

En utilisant le critére de Von Misés, la fonction de charge est :
f(s,,x)=,-25,2=J,- x
D'ou :

On peut ainsi calculer la défoation axiale actuelle :
: SwtS s

(d kZ:SZZd #2% ZZ

Dans I'hypothese de déformation plane :
(¢ k=0

=

On obtient donc :

S 7z =%(S XX +S yy)

D'autre part, le critere de Von Misés nous permet d'écrire :
2 2 2 _ 2
(Sxx_syy) +(syy_szz) +(Szz-sxx) _230

Compte tenude la loi de comportement rigide plastique, comme la contrainte d'écoulement est constante et est égale
limite élastique du matériau, la fonction d'écrouissage est :

So0=S.

On aainsi:

(S ™S yy)2 :gs e2

Ce qui nous donne :

_ 2
™S yy_ﬁse

On peut donc en déduire la contrainte normale axiale :

S

A _ 2 _am 1]
Sy S yy _ES e gﬁ(x_ a)- ]'H
S yymax La représentation fait apparaitre une répartition linéaire
décroissante. C'est la colline de frottement. Il est glossible de
calculer l'effort de compression :
a
25e F—' 2|rc]5yde
B 2 ama 9
a Q
F=—las a&a—+20
V3 ch =
E.
a a%; Remarque : on peut généraliser cette méthode a la

déformation d'un corps a symétrie cylindrique. Les tranches sont
alors des anneaux d'épaisseur
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3-2 Méthode de la borne supérieure

Cette méthode, qui demande une certaine expérience pour donner de bons résultats, peut conduire assez rapidemel
valeur majorante de I'effort. De plus, elle peut donner une assez bonne approximation du champ de dépldaenaaidrde

N ] i
Pour exposer la méthode, nous allons prendre l'exemple du
= poingconnement d'un massif seimiini.
u L'application du théoreme de la borne supérieure nécessite le choi
d'un champ de déformations actuellieitds. Parmi cet ensemble de champ
, le champ de déformation réel est celui qui minimise la fonctionnelle

oo i o ' ovey g o fy v f

La démonstration du théoréme nous avait conduit ala relation
rf di. dsﬂ:ns” d);; dv+|~(ng "dw- I’Tf a, dv—r( di” ds
Dans cette inégalité, le premier niam représente le travail réel des forces inconnues sur les déplacements impos
(travail des réactions d'appuis). Ce terme est souvent nul (appuis fixes) et dans tous les cas positif.

Nous allons admettre que les forces de volume par unité de volutmeegtigeable et que lgprobleme est quasi statique.
La fonctionnelle devient alors :

a0 .« P
Gégu &P (@ k" dv- i, au " ds

Le théoreme devient donc :
ip, (0 ) dv i i ds

Quel que soit le champ de déformation licite choisi, I'énergie dissipéelgfarmation plastique et frottement est
supérieure a I'énergie motrice.

Ainsi, pour faire un calcul majorant de l'effort de poingonnement, il faut définir un champ de déformation licite, c'es
dire un champ de déformation qui respecte les conditioxndirites sur les déplacements, les équations de compatibilité et la loi
de comportement plastique.

3-2-1 Choix des déplacements

Afin d'éviter les problemes de compatibilité, on va directement choisir un champ de déplacement. Ce dernier va
déteminé a partir de l'idée que I'on peut se faire de I'écoulement réel.
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Le contact piece outil étant un contact avec frottement, on peut concevoir que le métal directement en contact avec I'c
n'a qu'un déplacement date sens de la pénétration. D'autre part, on imagine aisément la formation d'un bourrelet de matiere
voisinage de l'outil.

L'idée que I'on peut se faire de I'écoulement commengant est la suivante :

Un coin de matierd\ est enfoncé par I'outil dara piece. Ce coin supposé rigide déplace horizontalement de la matiere
Pour pouvoir se déplacer, les deux bld&dont remonter de la matiére sous forme de blocs riglclet'ensemble de ces
déplacements est limité dans l'espace, I'action de poingonhatagant des effets qu'au voisinage du poingon.

! On peut considérer les zones suivantes :

* zoneA formant le coin sous le poingon

* deux zones latéralds s'écoulant latéralement
g C~ * deux zonesC définissant le métatemontant (formation du
— bourrelet)

* une zoneD de métal ne participant pas a I'écoulement

Les hypotheses formulées sont les suivantes :
Les zones ont un comportement de solides rigides.
Le déplacement étant uniforme dans chaque zone, le travaléfbrmation va étre traduit par le travail des
efforts de cisaillement au contact des différentes zones.

L'énergie est donc essentiellement dissipée aux frontieres.

Pour aider a la compréhension, on utilise un diagramme des déplacements. Chast pepre@sentée par un point dans ce
diagramme. Pour la construction de ce diagramme, on utilise la relation d'incompressibilité de la matiére. En effetleccettertu
relation, on peut dire que pour le champ de déplacement la composante normalégaeude séparation de zone doit étre
continue a la traversée de la ligne de séparation. On traduit ainsi la continuité du débit de matiére a la travergée de la li
séparation.

En d'autres termes, le déplacement relatif d'une zone par rapputadutue zone adjacente ne peut qu'étre paralléle a la
ligne de séparation de cette zone.

Dans notre exemple la contruction de ce diagramme des déplacements se fait de la fagon suivante :

La zoneD ayant un déplacement absolu nul, le point représeetdtifonfondu avec l'origine.

La zoneA ayant un déplacement vertical, le point représentatif est sur l'axe vertical. De plus, comme la valeur

déplacement est con @ , on peut définir la position exacte du point représentatif.

/ Pour obtenir le point représentatif de la z&en trace une

WUy . s . - .
droite paralléle a la ligne de glissemekB passant par le point

représentatif de la zoriget on trace une droite paralléle & la ligne de

C C glissementBD passant pade point représentatif de la zore.
L'intersection de ces deux droites donne le point représentatif de Iz
ad Ux zoneB.
b b On recommence une construction similaire & la précédente
d B> pour avoir le point représentatif de la zahe

du Dans cet exemple, on constagee le diagramme obtenu est
fonction d'un paramétre, par exemple la profondeur de la couche
déformée. Prenons arbitrairement une profondeur égale a la dem
largeur de l'outil. On obtient ainsi des triangles rectangles isocéles et
a les calculs sont simplifg

Le diagramme ainsi défini permet de relever les discontinuité
du champ de déplacement a la traversée des lignes de séparation.
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Contact entre la zonket la zoneB ID(cai)=v2c
Contact entre la zor@et la zoneC |D(at) :%
Contact entre la zor@ et la zoneD |D(at) :%
Contact entre la zor et la zoneB ID(ctr)=ct

3-2-2  Calcul de I'énergie dissipée

Considérons le contact entre deux solides indéformablkeslil. Imaginons qu'il existe un matgéu déformablell
d'épaisseue entre ces deux solides. On peut alors calculer I'énergie dissipée dans cette couche déformable lors du glisst
relatif des deux solides.

En considérant que la couchieest trés mince et qu'elle est parfaitement aditéraux deux solides, on peut faire
I'hypotheése que la discontinuité de glissement entre les deux solides est répartie linéairement danslla Anstidans le
référentiel choisi de tel sorte que l'akg soit 'axe normal a la sude de contact et que l'axg, représente 'axe de la

discontinuité de déplacement, on peut préciser les déplacements :

s b
AEP esurl'axeE, au,=0
" !
du,., @ : T'ex<0 a, =0
] b 1 x
—> isurlaxek, 1O¢x¢e auy—gaumax
| |
: 0 N
E, I c
> fsurlaxeE, au,=0
Dans la couchd (la seule qui soit déformée), le tenseus déformations actuelles est :
o dJ ~
% max 08
el -
(1) max O
et L ees
= 0 0 05—y
= 0

En supposant que le critére de Von Misés est utilisable, on peut calculer la déformation actuelle équivalente par la rel

(0 Rl o= 210 R0 R = 2 R 0 R

On obtient alors :

max

(@ bor=%
“ a3
D'aure part pour un matériau rigide plastique, la contrainte équivalente est égale a la contrainte d'éceylement
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Ainsi I'énergie dissipée par unité de volume de matériau déformé est :
_s e dJmax

CNV:Se(d )%qui_ e\/:—3

On peut alors définir I'é@argie dissipée par unité de surface de contact :
d’\/ :sed'lmax
S \/é

Comme cette énergie est indépendante de I'épaisseur du matériau déformibleslation reste valable méme en
I'absence du matériau (épaisseur nulle).peut donc utiliser le r@kat précédent pour calculer la dissipation totale d'énergie sur

toutes les surfaces de contacts.

Les expressions suivantes sont calculées en considérant que I'on travaille avec une tranche d'outil d'épaisseur unité :

Lignes Surface (longueur) ID(ct) aw

entreA etB 2a./2 a2 (4:@5 . )/ J3
entreB et C 22 /2 (2aEse)/\/§
entreC etD 2a/2 /2 (Zaa s e)/\/5,
entreD etB 4a a (46@5 e)/\/:_3

aus
V3

e

Ainsi I'énergie totale dissipée est=12a

3-2-3  Calcul de la force motrice

L'énergie motrice réelle est :

cE=Fal avecF la force pour l'unité de longueur de I'outil.
Le théoréme de la borne supérieure nous donne donc :
S
F¢l2a—

J3

On peut alors calculer un majorant de la pression moyenne :

F 6
= ¢s_=346s,
pmoy 2a \/5 e

3-2-4 Remargues

* Avec la cinématjue choisie, le phénomeéne de frottement au contact-quiéi€e n'apparait pas. Pour tenir compte de ce
phénomene, il faut envisager un déplacement relatif des points de la surface de contact. Dans ce cas I'énergie ssigaeique ¢
par frottement se ézule avec la formule :
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nlse

J3

* On peut étre surpris du fait que la zone rigllevienne s'enfoncer (forme de coin) dans la zone riideans la
déformée. En fait, il faut considérer la cinématique juste au début de I'enfoncemesilléarensolution serait de travailler avec
le théoréme des puissances virtuelles plutot qu'avec le théoreme des travaux virtuels.

dwv=—"2|D(ali)

* || est possible d'optimiser la méthode en introduisant des parametres dans la description cinématique. L'énergie dis
devient alors une fonction de ces paramétres qu'il convient de minimiser. On se retrouve alors en face d'un probléendeclassi
recherche d'extrémum.

Ainsi dans notre exemple nous avons fixé arbitrairement la valeur de la profondeur de la couchéedé&fa demi

valeur de la largeur d'outib). Il est tout a fait possible de laisser ce parameétre libre. L'optimisation vis & vis de parameétre nc
conduit & une énergie dissipée donnée par :

16 aus
oN=—"—"a—=%
V2 3

La valeur de la profondeur de la checdéformée optimale ea\/i.

3-3 Méthode de la borne inférieure

Pour appliquer le théoréme de la borne inférieure, il faut se donner un champ de contrainte licite. Le théoréme tradu
le fait que la fonctionnelleH g%f’j’, d_JidS est maximale pour le champ de contrainte solution du probléme, on peut dire qu
I'énergie motrice calculée a parti.r d'un champ de contrainte licite quelconque est inférieure a I'énergie motrice réelle.

Reprenons I'exemple précédent du poingonnemetiéfetissons un champ de contrainte licite, c'est a dire un champ de

contrainte vérifiant les équations d'équilibre, permettant de vérifier les conditions aux limites sur les efforts entréspetdae
de plasticité en tous points de I'espace.

L L3
On suppose que le tl’lédl( , Ey, EZ) est principal pour tous les points de la matiere.

On découpe la piece en deux zones. La Zoast
LFE& U\ située juste en dessous de l'outil. La z@nest la partie
complémentag.
—b
: EB F On imagine les champs de contrainte suivants :
S 20 0 03
= & 0 0
ZoneA: S= S O
s & S, gC C C
x E: Sw ® o s,9EEE)
[] [] _ 0 0 03§
Sw zoneB : s= O 0¢
5 cccC
® o s,9.E.E)
Vu la grande longueur de l'outil, on peut considérer que I'on a un état plan de déformation :
S, TS
S, Z% avec (d g,=0
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Le critere de Von Misés nous permet d'écrire :
2
S~ Syy :Ts R dans le cas d'un comportement plastique
3
Pour que le champ de contrainte choisi, déja statiquement admissible, soit aussi plastiqguement admissible, il faut
vérifie cette équatin.

Ainsi dans la zonA on a :

2
S,= =S,

yy \/§

On peut donc donner une valeur majorante de la pression de contact :

2
pmoy2 _se:l’lsse
J3
Remarque : Il est possible d'optimiser la méthode en prenant un champ de containte plus prochéatit® |&Par
exemple on peut prendre :
e N
ZoneA: S= S 0
= v gC CcC
2 o s,9EE,E)
2o o
zoneB : S= 0
> gccc
2 o s,9E.E.E)

Le résultat est alors :

3-4 Conclusions

Les méthodes précédentes permettent d'encadrer la solution du probleme :
3275 .2 Py’ 2315,

La solution exacte (méthode des éléments finis, méthodes des lignes de glissement) est connue. On a:
2+
=Ps =297s,

pmoy \/§

On peut ainsi constater les résultats apportés.

En pratique, la méthode de la borne inférieure est moingesit utilisée que la méthode de la borne supérieure, pour deux
raisons :

* || est plus difficile d'imaginer un champ virtuel de contraintes qu'un champ virtuel de déplacement.
* || est plus intéressant d'avoir un majorant des grandeurs technologigtfésgyp'un minorant.
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THERMOMECANIQUE

1- LES LOIS DE CONSERVATION

1-1 Expression générale d'une loi de conservation

En régle générale, les lois de la physique expriment un bilan d'une qéariitéeffet, on est souvent obligé de constater
queles transformations imposées a un milieu ne peuvent se faire qu'a condition de respecter des lois relativement bikn étab
est a noter que ces lois sont souvent issues de I'expérience et que de ce fait elles ne représentent qu'une certpiee axiomati

La forme générale d'une telle loi est :
C
d fAdv= fﬁ@/.r%dyﬁ”—Adv
dt b D b M

Dans le premier terme, on veut exprimer le taux de variation de la quantité volulnicpeienue dans ldomaine
matériel D. La variation de l'intégrale provient d'une part de laatemh du domaine d'intégration et d'autre part de la variation de
la quantité volumique intégrée.

Il est a noter que dans ce formalisme, on distingue l'opérateur dlfferg?tm‘e 'opérateur d|fferent|e§. En regle

générale, la quantit& est fonction de la position du point d'étude (variables spatiales) et du temps (variable temporelle). Du faif
I'évolution du point d'étude, les variables spatiales sont bien entendu dépendantes du paramétre temps. On se trouve ©

probleme de dérivation de fonction de plusieurs variaﬁl&éxi ,t)) mélé a un probléme de dérivation de fonction de fonction

(A(x, (t),t)). Il convient donc de bien interpréter les ordres de dérivation.

L'opérateur d|fferent|el& représente la variation temporelle de la fonction en prenant en compte I'évolution spatiale

domaine d'étude. On le désigne sous la dénominatidérilete particulaire. C'est la dérivée associée a une particule que l'on suit
dans son mowement.

En ce qui concerne l'opérateur différenfgl on ne considére que les variations de la fonction directement liées a |

variable temps. C'est la dérivée partielle classique vis a vis du temps. Pour l'obtenir, on considérelgdenddings étudiée, la
position du domaine est figée. En définitive on est amené a étudier la foAﬁX}n: Cte,t).

La démonstration de la forme intégrale de I'équation de conservation peut étre la suivante :
On considére un domaine continatérielD qui se déplace a la vitesgeentre les instantset t+dt.

\\ A linstantt les particules matérielles occupent un espace défini par le
D (t) \  volumeD (t)=D, +D, .
Duw '

A linstantt+dt, I'espacenccupé par les particules matérielles est défini par
le volumeD (t)=D, +D,, .

— Le volume D, représente donc I'espace commun aux deux instagtts
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d ~
On considére l'intégralel (t)=— nA(Xi ,t)dv. La variation de cette fondih entre les deux instantst t+dt nous
D)
donne :

Jt+do)- I)= AKX, t+dt)dv- FA(x;, t)dv

D(t+dt) D(t)
D'autre part nous pouvons écrire :
Et puisque pour les domaines et , I'élément de volume est dahpar :
Ona:

On peut donc écrire :

On obtient bien ainsi le résultat voulu.
La derniére intégrale représente le flux de la fonctiorau travers du contour fermé délimitant le volume

Pour ce dernier terme, on peut le transformer en utilisant le théoréme de la divergence :

On peut donc écrire deux formes pour une équation de conservation :

et

1-2 Equation de continuité

Cette équation est fondamentale car elle traduit la conservation de la masse au cours de la transformation. Elle est d
du fait que I'on étudie udomaine matérielet qu'il n'y a pasle transformation matieresnergie.

La masse d'un systéme matériel occupant un domaine a l'instant est reli€ée a la masse volumique par I'équation :
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